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PRELIMINAIRE- 

I 

r 

L 

1. L'idée que nous avons des corp^ çst telle 
que nous ne supposons pas qu'ils aient besoin 
cle mouvement pour exister. Ainsi , quoiqu'il 
n'y ait peut-être pas dans Tunivers une seule 
molécule qui jouisse d'un repos absolu, mémd 
dans un temps limité très - court , nous n*eri 
concevons pas moins clairement qu un corps 
peut exister en repos. 

Mais si un corps est une fois en repos , il y 
demeurera toujours , à moins qu'une cause 
étrangère ne vienne l'en tirer : car, comme le 
ttiouvement ne peut avoir lieu que dans une cer- 
taine direction , il n'y aura pas de raison pour 
que le corps se meuve d'un côté 'plutôt que de 
tout autre ; et par conséquent il ne se mouvra 
point. Donc , si un corps en repos vient à se 
mouvoir , on peut être assuré que ce n'est qu'en 
vertu d'une cause étrangère qui agit sur lui. 

A 
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Cette cause , quelle qu'elle soit, qui ne nous est 

connue que par ses effets, nous l'appelons Force, 

ou Puissance. , . 

La force est donc une cause quelconque de 

tfiouvement. 

I I. 

2. Sans connaître la force en elle-même, 
nous concevons encore très-clairement qu'elle 
agit suivant une certaine direction , et avec une 
certaine intensité. 

^ Noua, acquérpns presqu'en naissant l'idée de 
la direction de la force et de son intensité. Le 
sentiment de la pesanteur qui nous sollicite 
toujours du même côté , la vue des corps qui 
tombent ou restent suspendus au bout des fils, 
la différence des poids que la main éprouve, et 
une foule d'autres pKénomènes aussi simples , 
nous donnent une idée delà direction et de l'in- 
tensité de la force , aussi incontestable que celle 
de notre existence. 

Ainsi nous regarderons comme évident que 
toute force agit au point où elle est appliquée , 
suii^ant une certaine direction , et avec une 
certaine intensité. 

III. 

3> Maintenant y si nous représentons les 
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directions des forces .par des lignes droites , et 
leurs intensités par des longueurs {)roportion- 
nelles prises sur ces lignes, ou par dés nombres^ 
il est clair que les forces pourront être soumises 
au calcul comme toutes les autres grandeurs' J 
et delà résulte ce problème général dont la so- 
lution est l'objet de la mécanique : 

Un corps > ou système quelconque dé corps y 
étant soUicité par de certaines forces données , 
trouver le mouvement que ce corps prendra 
dans Tespace. 

Et réciproquement : Quelles doivent être les 
relations des Jorces qui agissent sur un sys-' 
tème j pour que ce système prenne dans Fes-^ 
pace un mouvement donné; ce qui est au fond 
la même question que la précédente. 

4. Pour résoudre ce problème général , on 
commence par résoudre ce cas particulier où 
Ton demanderait quelles doivent être les rela- 
tions des forces , pour que le système auquel 
elles sont appliquées , prenne un mouve nient 
égal à zéro, c'est-à-dire, demeure en équilibré. 
Ce problème une fois résolu , il est très-facile 
d'y ramener l'autre; et voilà pourquoi l'où 
commence ordinairement l'étude de la Méca- 
nique par celle de la Statique qu'on définit^ 
la science de P équilibre des forces. 

L'autre partie de la Mécanique traite ensuite 
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existe» n'ëan moins entré lés forces qui le'sollî-* 
eitent> une lutte perpétuelle qui le fait osciller 
infiniment peu, et le ramène èontinùellëm eut 
à; une position ;^nâq^e qu'il abandonné tou-» 
jours. M^is dans la solution des problèmes ^ 
il doit être pèrmii de regarder un corps en 
équiW}re , côinihe s'il était en repos j etréci^ 
pi^uenient ^ si un corps est en repos ^ ou sol-* • 
licite par de certaines Jbrces , on peut lui sup^ 
pùseh appliquées telles nouvelles forces ^i/on 
'voudra,^ qui soient en équilibre d'ellès-^méntes > 
et Pétat du corps ne sera pas changé* 

On verra bientôt de nombreuses applicatïétid 
de cette remarque. , . . 

,'.... ■ . ' • ' ■''■'■ ■;■*■ . ■ ■■■ • -' ' ■• • ■ 

y.. Ces notious préliminaires étant posées 5 
Toyons comment : on ; peut» procéder à la te— 
clierche des conditiôiis 4é l'équilibre ,< poutt un 
système quelconque de corps , de figure iûvâ-» 
riable, ^ôUicité par des forces quelcaxiqtiesï^ y 
Q, Bl*, S> etc. appliquée^ en dés points dQntiés 
a^ by c, d^ etc. du système. 
;,0'ii supposera dijabordpj^e tôùdies co^ps sont 
jians pesanteur, c^est^à-direytélsquHls seràietit 
s'ils existaient seuls dansrespace^'dé sôi^teqU-'il 
n'y aura plus à considérer î)ûe les éffdrt^'déi^ 
seules forces appliquées P:,Q,.R, S', èt(i'^ 
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devront se contre-balancer mutuellement dans 
le cas de l'équilibre. 

Ensuite il est facile de voir qu'il suffira de 
trouver les, conditions de Féquilibre pour le 
simple système des points d'application a , b , 
c^ dy etc. regardés comme un assemblage de 
points liés entr'eux d'une manière invariable. 

En effets si l'on désigne par a', b'y c , d^ etc. les 
mêmes points a^ h^ Cy dy etc. du système, mais 
considérés seulement comme des points unis 
par des lignes droites , rigides et inextensibles ; 
et si l'on suppose que les forces P , Q , R , S , etc. 
les maintiennent en équilibre , il est évident 
que les mêmes forces P, Q^R^S, etc. main- 
tiendroût aussi le système en équilibre. Car on 
pourrait imaginer que le système a été placé sur 
les points a' , i' , c' ^ d ^ etc. de manière que 
les points a y b y Cydy etc. coïncident actuel-» 
iement avec eux. Le système étant laissé en re- 
pos dans cette situation, l'équilibre des points 
iOL yV y d yd ^ ctc uc scra point troublé ; mais il 
est clair que l'équilibre subsisterait encore , si , 
au lieu de supposer les points a et a! y betb'^ 
cet d y eic coïncidents , on les supposait unis 
d'une manière invincible , de sorte que a ne pût 
3e séparer de a , 6 de 6' ^ c de d , et ainsi des 
autres; d'où il résulte que les conditions de 
Téquilibre entre des forces PiQ^R»^, etc. ap-» 

4 
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de toutes les questions qui se rapportent ait 
mouvement des corps : elle s'appelle djna-^ 
mique j ou science du mouvement. Nous ne 
nous occuperons ici que de la science de Tëqûi^ 
libre« ^ 

IV. 

5. Remarquons d'abord que dans la Statique 
proprement dite^ il n'est pas nécessaire de con- 
naître l'effet actuel des forces sur la matière ^ 
c'est-à-dire, Içs divers mouvements qu'elles sont 
capables de lui imprimer, eu égard àleurs in-« 
tensitës et à leurs directions \ mais qu'il suffit 
de considérer les forces comme de simples gran- 
deurs homogènes et par conséquent compara- 
bles , et d'assigner les rapports qui doivent 
exister entr'elles pour qu'elles se détruisent mu- 
tuellement. Lorsque l'on passe de la théorie de 
l'équilibre à celle du mouvement, il faut de nou-r 
veaux principes sur l'évaluation des forces; car, 
ne calculant plus alors que leurs effets, il faut 
' savoir les y rapporter. Estimer , par exemple , 
si une force double produit sur le même corps 
une vitesse double , ou si la même force appli- 
quée à un corps de masse double, produit une 
vitesse deux fois moindre, etc. Mais ici, quelle 
que soit l'action des forces sur les corps , que 
le$ forces soient prppertiounelles pu 4[iou à leurs 
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effets sensibles ^ les vérités que nous alloDS ex- 
poser n'en subsisteront pas moins ^ parce que 
ces vérités résultent de la seule présence ac-' 
tuelle de plusieurs forqes qui n'obùenoent aucun 
effet , mais qui s'anéantissent avec évidence ; 
de sorte que l'état d'équilibre des corps reste 
comme un moment singulier de l'état de mou- 
vement ^ où la mesure des forces par leurs ef- 
fets , et leurs effeits mêmes ont disparu. 

6. Rigoureusement parlant^ un corps en équi*^ 
libre est dans le même état que s'il était eu 
repos ; car l'efifet des forces étant anéanti pour 
toujours y ou. s'anéan tissant à chaque moment, 
si les forces sont sans cesse, renaissantes , tout 
corps en équilibre est actuellement capable de 
3e mouvoir en vertu d'une certaine force donnée, 
absolument comme il. se serait mû en vertu de 
la même force ^ s'il eut été en repos. Cependant 
on peut distinguer l'équilibre d'avec le repos, 
en ce que , dims le second cas, le corps n'est 
sollicité par aucune fo^ce ,. au lieu que dans 
l'autre , il est sollicité par des forces qui s'entre-i' 
détruisent, .. : 

Cette distinction, qui eatiJiulle dans l'état 
rigoureuic des choyés , devient sensible dai^s les 
équilibres que la ns^tUre.nous offre : presque 
aucun corps n'est exo^ement en équilibre ; et 

lorsqu'il, ])0us>par)al^rîdaii3 cette situation, il 

"* ■ ' - 3 
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forces à la place de^ résistances y le corps peut 
être regardé comme libre dans l'espace ; ainsi il 
était inutile de compliquer au commencement 
la question. 

VII. 

9. Pour découvrir actuellement la route qui 
peut nous conduire aux conditions de réqui«« 
libre , représentons-nous un corps ou système 
tenu en équilibre par des forces quelconques P 3^ 
Q, R , S, etc. dirigées comme on voudra dana 
Fespace. 

Puisque toutes ces forces se font équilibre , 
on voit que Tune quelconque d'entç elles , la 
force P y par exemple > s'oppose seule à Faction 
de toutes les autres Q, R, S, etc. d'où il paraît 
que l'effet de. ces dernières est dé solliciter le 
système absolumetit comme une simple force 
égale et contraire à la. for ce P. 
I C'est, en effet, ce qui a lieu et ce qu'on peut 
ramener à la dernière évidence au moyen delà 
remarque précédente ( 6 ), et de cet a:!ciôme que 
deux forces égales et opposées se font nécessai- 
rement équilibre ( 1 ^ ) • * i 

Car , supposons que l'on applique au système 
une force P' parfaitement égalé et contraire à la 
force P. Les forces P et P' étant en équilibre , 
leur effet est nul de lui-même , et l'on peut re* 
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garderie corps comme n*étantplus soumis qa!k 
1 action des forces Q ^ R, S, etc. Mais d'un autre 
côté y la force P faisant équilibre aux forces Q y 
R5 S^ leur effet est aussi nul de lui-même y et 
l'on peut regarder le corps comme n'étant plus 
soumis qu'à l'action de la simple force P. L'état 
du corps est donc identiquement le même > soit 
qu'on le suppose sollicité par les forces Q ^ R > 
S y etc. y soit qu'on le suppose sollicité par la seule 
force P' égale et contraire à celle qui leur ferait 
équilibre. 

Donc, puiisqu'il peut arriver qu'une seule 
force soit capable de produire sur un corps le 
même effet que plusieurs , et en tienne j^arfai*- 
tement* lieu y notre premier soin doit être de 
chercher à réduire les forces appliquées, au plus 
petit nombre possible , et d'observer surtout la 
loi de cette réduction. Alors les conditions de 
l'équilibre entre toutes les forces, se ramèneront 
aux conditions de l'équilibre entre ces forces 
finales'équivalentes aux premières , etdevien«^ 
dront plus faciles à exprimer. 

1 o . Cette force qui est capable de produire sur 
un corps le même effet que plusieurs autres forces 
iîombinées, et qui peut à elle seule en tenir par- 
faitement lieu , se notnme leur résultante. 

Les autres s'appellent à son égard les com-^ 
posantes» La loi d'aprèa laquelle on trouve la 
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résultante de plusieurs forces , se nommt la com* 
^ npsition des forces. La même loi ( mais prise 
dans Tordre inverse ) d'après laquelle ofn subs-* 
titue à une seule plusieurs forces capables du 
même effets ou dont la première serait la ré- 
sultante , se nomme la décomposition des forces. 

Nous allons donc commencer par ces deux 
recherches, <jui au fond, n'en forment qu'une 
seule , celle de la loi qui" lie la résultante à ses 
composantes» 

11. Souvent pour abréger le discours nous 
sppelerons forces parallèles, des forces dont les 
directions sont parallèles ; forces concotiranies ^ 
des forces dont les directions concourent , etc. 

• * 

Nous désignerons ordinairement les forces par 
les lettres P , Q , R , S ^ etc. placées sur les lignes 
qui représentent leurs directions; et si une 
lettre telle que A, indique le point d'applica-» 
tion d'une force telle que P, par exemple, noui^ 
supposerons toujours que l'action de cette force 
a lieu de A vers la lettre P , ou que la force tire 
de A en P« 
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CHAPITRE PREMIER. 

Composition eI' Décomposition des Fobces. 



Axiomes ^ Lemmes préliminaires ^ etc. 

12. Il est évident que deux forces égales et 
contraires appliquées à un même point sont 
en équilibre. 11 est encore évident que deux 
forces égales et contraires appliquées aux ex- 
trémités d^une droite considérée comme une 
^erge inflexible y et agissantes dans la direction 
de, cette droite , sont en équilibre. 

Car il n'y a pas de raison pour que le mou- 
vement naisse d'un côté plutôt que de l'autre ^ 
comme dans le premier axiome. 

Corollaire. 

i3. Il est facile de conclure delà que l'effet 
d'une force qui sollicite un corps ^ ne peut être 
changé en quelque point de sa direction qu'oïl 
la suppose appliquée ; pourvu que ce point soit 
un des points du corps lui-même ^ ou^ s'il est au- 
delâorsy qu'il lui soit invariablement attaché. 

Car, 80U une force quelconque? appliquée Fig.i, 
au poiut A d'un corps ou système quelconque ; 



si l'on prend sur la direction de celte force un 
autre point B invariablement lié au sy5tème , de 
manière . que la longueur 'A B reste toujours 
• constante; et si l'on applique au point ,B deux 
forces P', — P^ égales entr'elles et à la force P, et 
agissantes dans la direction de A B , le point A 
sera encore sollicité de la même manière qu'au- 
paravant ; car l'efifet des deux forces P' et — P'est 
nul de lui-même. JVIais en considérant la force 
P et son égale et contraire — P' appliquée en B , 
il est manifeste que leur effet est aussi nul. Ou 
peut donc les supprimer , et il ne reste plus que 
ïsk force P' qui n'est autre chose que la force P , 
paais appliquée au point B de sa direction ; et- 
le point A n'a pas cessé d'êtrç sollicité de la 
même manière. 

On peut donc appliquer une force en un point 
quelconque de sa direction , pourvu que ce point 
soit lié au premier point d application par une 
ligne droite rigide et inextensible. 

Remarque. 

Lorsque nous changerons ainsi les points d'ap- 
plication des forces , nous ne répéterons pas 
toujours que l'on doit supposer les nouveau;|L 
points invariablement attachés aux premiers ; 
mais il faudra toujours, le sous-en tendre. 
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Lemme. ' 

i4« LoRSQtJK deux forces P et Q sont ap^li-Fig, a. 
quées à un même point A sous un angle quel- 
conque ^ on conçoit bien qu'une troisième force 
R appliquée convenablement au point A pour- 
rait faire équilibre aux deux forces P et Q. Car, 
en vertu des éfiforts combinés des deux forces P 
et Q , le point A tend à quitter le lieu où il est : 
et il ne peut s'écliapper que d'un seul côté , 
^t par conséquent si l'on appliqueune force con- 
Tenable en sens contraire , ce point demeurera 
en équilibre. 

Les trois forces P, Q , R ^ étant en équilibré 
autour du point A , la force R est égale et di- 
rectement opposée à la résultante des deux 
autres. Donc deux' forces P et Q qui coucou- , 
rent , ont une résultante. 

En second lieu , il est visible que cette ré-Fîg. S. 
sultante doit être dans le plan de leurs direc- 
tions A P , A Q ; car il n'y a pas de raison pour 
qu'elle ait au-dessus du plan une certaine po- 
sition , plutôt que la position parfaitement sy- 
métrique au-dessous. 

De plus , elle doit être dirigée dans l'angle 
P A Q des deux forces ; car il est clair que le 
point A ne peut se mouvoir dans la partie du 
plan qui est au-dessus de la ligne A Q, vers D : 



de même il ne peut se mouvoir au-dessu5 dé 
la ligne AP , vers B ; et par conséquent il ne 
pourra se mouvoir que dans Tàngle P AtJ, et 
la résultante R devra être . dirigée dans Tinté- 
rieur de cet angle. 

Remarque. 

i5. Il n'y a qu'un seul cas où l'on puisse- 
voiir à priori quelle sera la direction de la résul- 
tante ; c'est celui ok les deux forces P et Q sont 
égales : alors il est clair que la résultante divise 
en deux également l'angle qu'elles forment en-^ 
ir'elles; car il n'y a pas de raison pourque cette 
résultante fasse avec l'une des composantes un 
angle plus petit qu'avec l'autre* 

■4 

Axiome* 

16. Lorsque les deux forces P et Q agissent 
dans la même direction et dans le même scns^ 
il est visible^ et l'on doit accorder comme un 
axiome que ces forces s'ajoutent y et donnent 
une résultante égale à leur somme P+Q. 

Corollaire* 

17. De là on peut conclure (en combinant 

successivement les forces deux à deux ) que Itk 

résultante de tant de forces que Ton voudra qui 

agissent dans une même direction et dans le 

' même 
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taieffle senâ, est égale ^ leur somme totale 9. et 
«igit dans la^ même direction. 

Que lorsque deux forces inégales P et'Q agis- 
sent en sens contraire dans une même direc- 
tion , leur résultante est égale à la différence 
P— Q des forces , et qu'elle agit dans le sens de 
la plus grande; car on peut concevoir dans la 
plus grande que je suppose P, par exemple, 
nue forcé égale et contraire à Q , et qui, la dé- 
truit : cm peut supprimer ces deux force^là , 
et le point est actuellement, tiré par la. diffé- 
rence P— Q des deux forces P et Q. 

D'où l'on voit q u'eu général, A2 résultante de 
tarit de forces que ton ^voudra , agissantes 
dans la même direction, est égale à t excès 
de la somm^ descelles qui tirent dans un sens y 
sur la somme de celles qui tirent dans le sens 
contraire , et qu'elle agit dans le sens de la 
plus grande somme. 

Remarque* 

i8. Telles sont quelques-unes des propo**. 
Mtions les plus élémentaires, dont on dépouvre 
la yérité à priori j et presqu'à la première ins^ 
pection. Le cas le plus simple de: Ja composi^- 
tioa des forces, et en mi^me temps celui oiz 
loa connaît tout d'un CQup la résultantq ,, 
esi.évi4emment le cas des . forcea qui ^gisseut 

B 
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dani» une mânie direction. Nous allons com'^ 
mencer la composition des forces par celles qu» 
sy raoïènelat immédiatemeni. 

CdmpasitiQn des forces qui agissent 

suIyQTLt des directions parallèles ^ 

Théorème L 

Fig;4. ' >9* lyntrx forces quelconques P et Qy pa- 
rallèles et de même sens j appliquées aux ex^ 
trémités A e/^ B dune droite ri^de AB, ont 
une résultante , et cette résultante doit être 
appliquée à la ligne A B entre les deux points 
A et B. 

3<>. Elle est parallèle aux forces P e^ Q, 
et égale à leur somme. 

< 1^* Appliquez à volonté aux deux points A 
et B , deiïx' forces M et N > égales et contraires , 
et qui agissent dans |e sens de la droite AB. 
L'effet de ces deux forces sera nul , et par con- 
séquent l'effet des deux forces P et Q né sera 
pas changé : mais les deux forces M et P appli- 
q^tées èâ A ^ ont une résukante S appliquée au 
Mint A> et dirigée dans Tangte MA P ( 1 4)* De 
roéme les deux forées N et Q ont une résul-* 
tante T ^ appliquée en B et dirigée dans l'angle: 
!NBQ. Ooncerez qu'on ait pris ces deux résul-* 
taàtes' y et qu^on les ait appliquées toutes deux 
«et point D oit leurs direciions vont néeessai-^ 



Vi^metit 1^ couper ; la résultante de$ deut forces 
8 et T sera ahscltiment la tiîélne (fae celle des 
deux forces P et Q : or > étant apf^iqtiée en D ji 
et devant être dirigée dans TiiDgle ADB^.elle 
ira passer entre A eiîB > euun ceruiia point C % 
oii Ton pourra la supposer sip|)Uquée. 

^^* Maiatendtit» |>oHr démontrer ijnei cette 
résultante est parallèle aux foroes P et Q , ei 
égale à leur samilie ^ itnaginouÀ qu'au point D 
on redécompose la fbrce $ en deux GompQsaiit^a 
M' et P' , parfaitement égales et parallèles aux 
premières M et P ; de même, qu'on redécom- 
pose la force T en deux composantes N' et Q% 
parfaîtément égales et parallèles aux premières 
N et Q. Les deux forces M' , N' , seront égales y 
et directement opposées > puisqu*appliquées 
à un même point Dp elles sont parallèles à 
une même droite MN> et par conséquent leur 
effet sera absolument nul- tl ne restera donc 
que les deux forces P' et Q' , respectivement 
égales et parallèles aux forces P et Q. Or ^ ces 
deux forces ^ étant évidemment dans une mêma 
direction ^ se composeront en une seule R , 
égale à leur somme P', -H-Q' ou P 4- Q ; ce çu^U 
fallait démontrer. 

Coroliairel. 

sa 9i lé$ déiièt fyfùH P éC (^ Bbtat égfirka M^^ Fig. ^ 

2 - 
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tr'elles , le point C d'application de la résultante 
sera au milieu de la ligue A B. Prenons , en 
efiFet, lés deuxforces M^tN dont on est maître, 
égales au^ forces P et Q. La résultante S des 
deux forces égales M etP divisera en deux égale- 
ment l'angle MAP(i5); et à cause de DC paral- 
lèle à la lign« A P , le triangle A C D sera isoscèle . 
Par une raison toute semblable, le triangle B G D 
derà isoscèle ; et l'on aura d'une part , A C = C D , 
ctd« rautre,CD=CB;d'où AC = CB, 

Corollaire I L 

,21. Il résulte delà que la résultante de tant 
de forces parallèles qu'on voudra, égales deux à 
deux et appliquées symétriquement à des dis- 
lances égales du milieu d'une même droite, est 
égale à là somme de toutes ces forces , leur est 
parallèle, et passe par le milieu de la droite d'ap- 
plication. Car, en Combinant successivement 
deux à deux , les forces égales placées de part 
et d'autre à des distances égales du milieu de la 
ligne droite , leurs résultantes successives pas- 
seront toutes par ce même point, et s'ajouteront 
ensuite comme étant dans une même direction. 

22. Et réciproquement on pourra décomposer 
toute force P appliquée à une ligne, en tant d'au- 
tre3 focce^ parallèles qu'on voudra , appliquées à 
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differens points de cette ligne , pourvu que ces 
forces deux à deux, soient égales^ à égales dis- 
tances du point d'application de la force P, et que 
leur somme totale soit égale à cette même force. 

l^héorème II. 

X 

2à. Le poiniCd^ application de larésultanteda Fig. 6L 

deux forces parallèles P et Q qui agissent qwc 

extrémités Aet^ d^une droite iiiflexibleAB-^ 

partage cette droite dans la raison réciproque. 

deVàXlidesorte que ton a .• P : Q : : BC: AC4 

\ Supposons d'abord que les forces P et Q. ^ 

soient comimensurables ^^ c'est-à-dire^ soient 

enir'elles comme deux nombres entiers m et ru 

Diyisoa& A B au point H en deux parties 4in 

rectement propQrtionnelle& aux de^x forces P 

et Q ; de manière qu'on ait ; A H : B H : : P : Q ;, 

et par conséquent, :im: n. Sur le prolongement 

de la ligne inflexible A B, prenons A G = A H ^ 

et BR = BH. Le point A sera Je milieu de 

GH> et le point B le milieu de HK. 

Gelaposé> puisquelesforcesP et Q sont entre 

elles comme les lignes AH et B H , elles seront 

aussi en tr' elles comme lesv mêmes lignes dqu--^ 

blées, c'est-à-dire, comme les lignes G H et H It* 

Et comme il y a, par hypothèse, dans la ligne 

A H 9 171 mesures telles que B H en contient n^ 

il Y aura 2 m me&ures dans G H , et 2 az mesures 
^ 3 
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égales dans H K. Or , oû peut décompoaer la 
force V eta^m forces égales el parallèles y appli* 
quëes aux ^ m points milieuiL des coniflaunes 
mesures de la ligne G H (23) ; el la force Q en 
2 h farces parallèles , égales entr'elles et aux 
premières , appliquées aux 2 n points milieux 
des communes mesures de la ligne H K. Maiii- 
"tenant toutes ces forces égales ^ étant équi-* 
distantes 9 se trouveront placées deux à deux à 
égales distauees du milieu C de la lign^ ^çtière^ 
GK^et par conséquent leur résuhantô géi>él*aïé 
qui est celle des deiix forées P et Q , passera 
Becessairenient par le milieu de la ligne G K. 

Mèisà cause de G C s» A B, il vient, en retràti* 
chant la partie commune A C ^ B C^*^ AG = 
A H 5 et èii ajoutant de part et d'iaulr^ C H , 
A C = B H. Donc puisque Ton â : P: Q : : A H : 
BHyon a aussi : 

P : Q : : B c : A c. 

Supposons en second lieu , que les deux foi^e^ 
I^ et Q ne soient pas comméïistirahles. 
ï'^g* 7- Je remarque d'abord que si la résultante de 
deux forces quelconques P et Q appliquées: aux 
points A et B , tombe en G , la résultante de la 
force P et d'une force Q -+■ I ^ Q tombera entre 
le point G et le point B; c'est-à-dire, que lé 
point d'application de la résultante s'appfo-^ 
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chera du point d'application delà composante 
qui aura augmenté. En effet , pour trouver la 
résultante des deu^L composantes P et Q H- 1, on 
peut prendre d'abord 1^ résultante R de Pet Q^ 
qui passe au point C, par hypothèse , et ensuite 
celle de R et de I ^ dont le point d'application 
sera entre C et B ( 19 ). , ^ 

Maintenant y si la irésultante des deux Ç)rces Fig. & 
incommensurables P et Q ne.pas^e pas au poiat 
C qui en çst tel qu'on a P : Q : c B C : A C,, elle 
passera en un autre point situé entre A et C^ ou 
entre G et B. Supposons que ce soit en G entre 
A et G. Partagez la ligne A Ben parties, ^ales^ 
toutes plus petites qi^e GC^.il y aura au^ moins^ 
un point de division entre G et G. Soit I ce point : 
le^ deiix lignes A I et ,B1 fieront qpmmis^nsu-^ ' 
ral)les ^ et le point I pourra être coniidéf^ c€ia^ù^ 
le point d'application déjà résult&^nte'4^4^¥^ 
forces^ P et Q! qui seràieiH l$|Uei9 qu'ion iiurait r 
P : Q' : : B I : A I : C0 qui doton^ Q^ < Q 
( puisqu'on a par hypothèse I^ i Q ;> B G t A G») 
Abis la résultant^ dies deux forces P et Q^ pas- 
sant en ï, celle <Jes deux forces P> et Q i]>Q 3 pas- 
sera entre I et B^ et ne pourra tomber en G 
contre Phypothèse.^ 

On ierait voir absolument de ta même ma- 
nière qu'elle ne peut tomber e^tre G et B ; (et 
par Gonsequeût elle passe nécessairement en 0^ 

4 ■ 



^ 
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Corollaire I. 

FjV q/ 24. Lorsque trois fohcès parallèles P, Q^ R 
sont en équilibre sur uti'e ligne AB , l'une d'en- 
tr'^éllès est égale el directement opposée à la 
'i^êsfultàhtJe des deux autres. Ainsi la force Q, par 
exemple^ prise en sensr copiraire, est la résiiî-^ 
tatité des deux fordes P et R. Comme les deux 
forces P et O tirent dans le même sens, la 'force 
R 'éSt égale à P-4-Q, et "par conséquent Q =:= 
'R — ?- Ù'où il suit que k résultante de deux 
forcfe^parallèles qui agissent en sens contraires^ 
est égale à leur différence, et tire du même coté 
qiie la' plus grande. ' " 

~''3r5.'^ 'Les deux forces 'P et R étant données 
iîlisî^ que la distÀûcé A G qui sépare leurs 
jKiiDti' d'application, si l'on demande le point 
d'dppHoatiôû dfr'là récitante Q , on fera cette 
' proj>ortion : P : Q '^ c B *C •: A C : d'où l'on .tire •: 
P H^ (^ : Q : : B 0^ A C : A G , c'est-à-dire , 
R : Q : : A B-z A G , proportion qui fera con« 
iiaitre A B , et par Conséquent le point B* 

Remarque. • . 

26. Supposons que les deux forcésP etRsoîent 
égales, la résultante Q sera zéro, et la distance 
A B de son point d'application sera, par la pro-* 
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portion Cl - dessus 9 < , c est-a-dire , 

infinie. >^' 

' Si les deux forces P et R atf fièu d'être égalés , 
différaient d'une quantité trft-petite, la résul- 
tante Q qui est égale à cette différence , seraît 

très-petite, et la distance AB = — -rç^^— j^erait 

très-grhnde à cause du dénominateur Q très- 
petit j ainsi plus lés deux foi^cés s'approchent 
,de l'égalité, plus la résùltanié dliiiiûue , et plus 
la distance du point du éllé'^éSt appliquée aug- 
mente. De sorte que, lorsque les deux forces de- 
viennent parfaitement égales , la résultante est 
nulle, et la distancexdu.poiAt d'application in- 
finie. Ce qui nous apprend qu'on ne peut pas 
trouver a^ptuellement une fërcé unique qui ■ 
fasse équilibre à deux forcés égàjfes, parallèles et 
agissantes. dans des sens opposés. 

aff. Au reste , pour ne laisser aucun nuage 
«ur cette' dernière conséquence , concevotis 
qu'utie forcer quelcotKjùe^^ dirijgée comme on 
voudra deins Tespace , fasse équilibre aux deux 
forces P et -^P, parfaitement égales, parallèles 
et contraiires. i®. 11 est clair que cette force 
doit être dans le pl^n des deux forces P et r— P ; 
car il o'y a pas de raison pour qu'elle soit au- 



dessus plutôt qu'ku<-dessous y tout étant égal 
de part et d'autre, 3®. Quelle que soit la posi- 
tion qu'on lui donne dans le plan à Tégard de 
la force. P y on;|f<j. en trouvera sur-le-champ 
JUne autre par£iimtuent symétrique .et de sens 
contraire , à Tégarxi de la.foroe — ^P : eli« aurait 
donc à la fois deux positions différentes , ce qui 
est i^bsuTit^. 

Ainsi les deux forces P et — P ne peuvent 
avoir de résultante unique. 

Nous reviendrons bientôt sur ces sortes de 
forces y dont la cqnsidération y qui n'avait paru 
jusqu'ici que comme un cas singulier , fera la 
secçtipjde partie essentielle de tlos Ëlémens. 

Cbrollaire IL 

Fig. 6. ^8. De même que l'on compose en une seule 
deux forces parallèles qui agissent à des points 
donnés d'une ligne^ on peut aussi .décomposer 
une seule force quelconque R, appliquée a un 
pmm G'd'une droite inflexible > en deul autres 
P et Q qui lui soient parallèles y et qui agissent 
«n des pointa donaés' A et B de cette droite* U 
ne s'agit pour cela> que de partager, la force B. 
en deux autres qui soient entr'elles dans lerap^ 
port des distances B G et A G ; et .pour trouver 
ià' forée Q) par- iexemple^ on se servira, dé la 
IMPOportiott. R : Q: : A B : A G ) dans laquelle il 



n^y â que Q d'inconnue. La force P isera égale 

àR— 4 

Mais si le point G d'application dç la force R Fig. xo. 
qu'on veut décomposer^ ne tombait pas entre 
A et B ^ points d'application donnés des cota^ 
posantes P et Q que l'on cherche y on ferait tpu*- 
jours la proportion R:Q::AB:AGy qui ferait 
connaître la force Q ; mais la force P serait 
égale à R*(*^. 

Corollaire IIÏ. 

:i9. (JuANt) on sait déterminer la résultante Fig. 11. 
de dmx fotces parallèles^ on peut fecilem^t 
trouvt^r K^eile de tant de (brcéd parallèles qn'oA 
voudra, appliquées aui^ différens points d'un 
systèine quelconque de figure invariable. 

Soient , par exemple y les quatre forces pa* 
r^llèles Pi, F, P'', F'% appliquées respeeti- 
vement aux quatre points A , B^ G^ D , situés 
d'une manière quelconque dans Tesp^ce, et liés 
entr'eux d'une manière iuTariàMe : en considé- 
rant ces forces deuit à de^x, elles sont dans de» 
mêmes plans. Ainsi Ton peut prendre d'abord 
la résultante X des deuil forces P et F ; elle 
sera égale à leur somme P+P^'^ et passera en 
un point I de la ligne AB, qu'on trouvera en 
diyiaant A B dans la raison inverse de P à P'^ 
La rétruiiantQ X étant ainsi déterminée > on 



K 
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joindra le point I où elle agit , au j^oint G de 
la troisième force P'^ Les deux forces X et P'- 
ët^nt parallèles, on en prendra la réstiltante X', 
comme nous, avons fait tout-à-l'heure : cette 
résultante sera égalée leur somme X-f-P', et 
le point F où elle crevra être appliquée^ se 
trouvera , en divisant la droite Cl, dans la 
raison réciproque de X à P".. Joignant enfitt 
le point F au point D d'application de la qua- 
trième force ]P''% et divisant la droite FD en 
deux parties réciproquement proportionnelles 
.aux;i^rces X' etP'^', on aura le point G d'ap- 
plication de la résultante générale R', qui sera 
parallèle aux deux forces X' et P'' , et par con- 
séquent à toutes les composantes; ^ale à leur 
somme X'H-P'<' , et par conséquent à la. somme 
de toutes les composantes. 

Le raisonnement que nous venqiis de faire 
^'étend manifestement à un nombre quelconque 
de forces parallèles. .^. , 

Si parmi les forces P, P'^ P^', été. les unes 
agissaient dans un sens , et les autres dans le 
sens contraire , on commencerait par prendre 
1a résultante de t0.u;te$( celles qui agissent dans 
le même sens; on cheroUerait; ensuite la résul- 
tante de celles qui agissent dans le sens con- 
traire; et toutes iefiî forces étant. alors réduites 
à deux forces parallèles et de seu» contraires > 
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on. en trouverait la résultante par ce que noua 
.avons dit plus haut. 

3o. On peut donc ^ en général , déterminer 
la position et la quantité de la résultante de tant 
de forces. pa(rallèles qu'on voudra; cette résul* 
tante set^a parallèle aux forces , et égale à 
^eoccès de la somme de celles qui tirent dans 
un sens y sur. la somme de celles qui tirent 
dans le sens contraire. 

J'ai dit en général ^ par ce qu'il peut arriver , 

que la résultante des forces qui tirent dans un 

»ens , soit parfaitenient égale à la résultante de 

celles qui tirent dans le sens contraire , sans lui 

être directement opposée ; et alors il n'y a pas 

de résultante unique , comme nous l'avons vu 

plus haut. . . 

Corollaire IV. 

3i. Supposons que les quatre forces 
P, R, P% V^" y sans changer de grandeurs , 
sans cesser d'être parallèles et de passer aux 
mêmes points respectifs A, ^yCy D, vien- 
nent à prendre les positions p yfl ^p" y p*'* dans 
l'espace. 

Si l'on en cherche la résultante en suivant 
le même ordre que plus haut , on trouvera d'a- 
bord que la résultante x de p et p^/, passe au 
même point I que la résultante X de P et Pî, 
et qu'elle lui est égale. Elle passera par le même 
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point j parce que son point d'applièalion doit 
diviser la même droite A B dans la raison réci- 
proque de j9 à jr^% qui est la même que celle 
de P à P. Elle lui àera égale ^ parce qu'o» aura 
p+yj<'s=±îP-f»P. On trouvera de même que la 
résultame jc' de<:xr ei ^' passera au mémepo^niF 
que la résuMute X^ dd X et P^^ et quelle 
lui sera égale j et ainsi dé suite : de Sorte que la 
résultante générale des quatre ft>rcedp,p',^/>% 
passera au même point que la résultante des 
quatre forces P , P% F% F'' ; et oela est gé- 
néra) 9 quel que soit le liomhre des Ibt-oes: d'où 
Ton, peut conclure ce théorème^ reitiarquable^ 

3^. Si Von a un sjr^ème quelconque de 
forces parallèles , appliquées à un assemblage 
de points A,B, C, D, etc., et qu'on incline 
successivement tout h système de ces forces 
dans diiferseà situations^ de manière que les 
mêmes Jbrces passent, toujours pm* les mêmes 
points f et conservent leurs grandeurs et leur 
parallélisme ; les résultantes générales qu^on 
trouvera successivement dans chacune de ces 
positions, se croiseront toutes au même point. 
Ceponn dHntersectîfoii des résultâmes succès- 
sireft m nomme le centre desfwces parallèles. 
'Sfù^p aluTOny oedaeÎGii' d'en pirler pk^ loin y 
^tBttmd il sem questio» des oemres de grapvilé. 
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On peut remarquer y au reste y dans la dé- 
nK>Mtration pr<k:ëdente y qu'il n'est pas néces^ 
saire de «apposer que les forces conservent tou- 
jours lifs mêmes graojdeurs 9 mais qu'il suffit 
que ^ djHift léS positions successives du groupe y 
elles demelirent proportionnelles. 

Composition des forces^ dont les direo 
tiens concourentenutt même point. 

Théorème HL 

33. ItJÊ résultante de demc/arces çuelcon-- Fîg* 12. 
içuesPetQj appliquées à un même point A 
sous un angle quelconque, est dirigée sui- 
vont la diàgenak du parallélogramme ABD G 
construit sur les deux lignes A B , A C , qui 
représentent les forces P et Q e/i grandeurs 
et en directions* 

D'abord y nous arons tu que oetle résultante 
doit être dans le plan des deui^ forces P et Q ; 
en teoond lieu y qu'elle: doit être appliquée au 
point A y puisque cette résultante y par h jpp* 
tliese y doit solliciter le point A absolument 
de la même manière que les d/exi'X forces P et Q. - 

Je dis maintenant qu'elle doit passer au 
point D 9 extrémité de la diagonale AD. 

Prenons y en efiet, sur W prolongement d^ )a 
ligne B D k partie D G ==: D G ^ et achevons le 



rliombe GDGH. Appliquons aux points G ej 
H et dans la direction, (le G H, deux forces 
Q' et Q'' contraires , égales en tr' elles et à la force 
Q. 11 est facile de voir que la résultajnte» des 
quatre forces P, Q, Q' et Q'' doit passer au point 
D, Car !«>• à cause de Q' = Q , les deux forces 
parallèles P et Q' sont entr'elles comme les côtés 
AB, AC ou comtoe DC et DB , ou Lien à cause 
de D G =^ D G , comme leslignes D G et D B ; 
et par conséquent ( 23 ) leur résultante S passe 
en D ; 20. les deux forces Q et Q'' étant égales , 
leur résultante T prolongée divise eji deux éga- 
lement Tangle G H G du rhombe GDGH, et 
va passer aussi par le point D , où l'on peut la 
supposer appliquée. Donc la résultante générale 
qui est celle des deux forces S et T passe au 
point D. 

Mais les deux forces Q' et Q" appliquées sur 
G H étant parfaitement égales et contraires^ 
leur effet est absolument Qui,- et la résultante 
des quatre forces P, Q, Q' et Q'' est identique- 
ment la même que celle des deux forces P et Q^ 
Donc, puisque la première passe en D , celle des 
deux forces P et Q, passe aussi au même point» 

Puisque la résultante passe à. la fois par les 
deux points A et D, elle 6st donc nécessairement 
dirigée suivant la diagonale A D% ^ . 

Corollaire 
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Corollaire. 

34' OoNCLùONS de là que si l'on connaissait Fig. t3. 
Seulement les directions des deux forces P et 
Q^ et celle de leur résultante R, on pourrait 
diéterminer le rapport de la force P à la -force Q. 
Gar^ en prenant sur la direction de la résultante 
un point quelconque D ^ et menant de ce point 
deux pak*allèles DG etDB aux directions des 
composantes P et Q > et qui rencontrent ces di- 
rections en G et B y on aurait nécessairement 
P : Q : : A B : A G. Sans quoi l'on aurait P à Q 
comme A B esc à une ligne A O plus petite ou 
plus grande que A G j et alors la résultante 
des deux forces P et Q serait dirigée suivant la 
diagonale A I d'un parallélogramme A O I B ^ 
différent du parallélogramme ABDGjcequi 
«st contre Thypothèse; • 

1 • . . - 

Théorème î V. 

ZS, Lu résultante de deux forces ^w6/*fig. 14, 
conques P e^ Q appliquées à un même point A , 
est représentée en grandeur et en direction par 
la diagormle du parallélogramme A B D G 
construit sur les deux lignes A B ^ A G qui re^ 
présentent ces forces en grandeurs et^ en di^ 
rections. • 

■'G 
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Nous avons déjà vu que cette résultante est 
dirigée suivant la diagonale ; reste à faire voir 
tju'elle est représentée en quantité par la diago- 
iialte elle-mênie. 

Soit R cette résultante : supposez qu'elle 
soii appliquée au point A sur le prolonge^ 
ment dé la diagonale D A ^ en sens contraire 
lie son action. Les trois forces P , Q , R seront 
«n équilibre sur le point A. Donc runed'elles^ 
ia force Q, par exemple^ sera égale et directe- 
ment opposée à la résultante des deux autres P 
tl R^ Donc la direction de la force Q y prolou- 
gée^ sc^ra celle de la résultante des deux forces 
P et R. Donc si y du point B y vous menez à la 
direction A R > la parallèle B G qui rencontre 
éti & 1^ prolongement de Q A^ et du point G , 
à la direction A P la parallèle G H qui rencontre 
en H la direction de la force R^ les deux forcea 
P et R seront entr'elles comme les côtés A B , 
A H du parallélogramme ABGH (34 )• Mais 
la ligne A B représente actuellement la force P, 
donc la' ligne A H représente la force R. Or , 
par les parallèles , on a: AHs=BG=2ADj 

donc 9 etc. " 

» • » . 

^ Coirollaite. 



36. PuiisQTTï: les itt>is forces P , Q, R sont en- 
tr'elles cQinme les trois lignes AB^AG^AD; 
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%l que ddM le parailâ<;>graiaiiia A B D C > oti a : 
ABcssGD^ ou peut dire que ces trois forces 
sont eatr*elles comme les trois côtés G D > G A 
et AD du triangle A G D. Maïs ces trois côtés 
sont entr'eux comme les siuusdes asglés oppo- 
sés GAD^CDAyAGD^età cause des pa- 
rallèles y laugle G D A S3Z3 Tacigle B A D ; 
l'angle A G D est supplément de l'angle B A G > 
et par conséquent a le mé«»e sinus; on a donc^ 

P : Q : R : i sin. G A D: sin. B AD : sin. B AC. 

D'x>ù l'on peut conolure que la résultante de 
«deux forces P etQ étant représentée par le sinua 
de l'angle formé par leurs directions ^ les deuK 
forces P et Q sont représentées réciproquement 
par les sinus des deux angles adjacents à la direct 
tion de la résultante. Ou, si l'on veut^ chacune 
des forets P, Q, R est comme le sinus de P angle 
formé parles directions des deux autres. 

Remarque. 

37. Oif peut voir par là, et mieux enopre pab 
la considération immédiate du parallélogramme 
des forces, que lorsque deux forces agissent suh 
un même point sous un angle qui n'est pas égal 
à deux droits, elles ne peuvent jamais donner 
une résultante nulle ^ à oioina qu elles ne soient 
miUes dles^^ttémM chacune en puticaUer. 
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Gar , si aucune des deux forces n'était nulle , 
on pourrait construire un parallélogramme sur 
les deux lignes qui les représentent en grandeurs 
et" en directions , et la diagonale de ce parallélo- 
gramme serais la résultante. 

Si lune d'elles seulement était nulle , la se- 
conde serait la résultante j et par conséquent la 
résultante ne peut être nulle , à moins que les 
composantes ne soient toutes deux nulles en 
même temps. 

Lorsque les deux composantes agissent sous 
un angle égal k dqux .angles droits ^ elles sont 
' alors contraires ^ etia résultante n'est pas nulle 
dans le seul cas où ces deux composantes sont 
nulles toutes deux y mais encore dans celui où 
elles sont égales. 

Corollaire II. 

Fig. i5. 38. On peut toujours décomposer une force 
donnée R en deuxautres P et Q dirigées suivant 
des lignes données A P , A Q , pourvu que ces 
directions et celle de la force R soient comprises 
dans un même plan et concourent au même 
point A. Car , prebant sur la direction de la 
force R une partie A D qui représente sa quan- 
tité 9 et par le point D menant les droites D G , 
X)B parallèles aux directions 'données A' P^ 
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A Q^ on formera un parallélogramme A B D G > 
dont les côtés A B , AC représenteront les forces 
demandées P et Q. 

Si Ton veut calculer immédiatement leurs- 
grandeurs^ on pourra faire ces deux pro-* 
portions : 

R : P : : sin. BAC : sin. CAD 
R: Q : : sin- B AC : sin. B AD 

dans lesquelles il n'y a que P et Q d'inconnues* 

Remarque. 

39. Si Tangle BAC était droit, ou aurait, eu 
supposant le rayon =i^sin.B AC = i ; sin. 
C A D == COS. B A D 3j et réciproquement sin. . 
B A D = cos^* C A D. Et les deux proportions 
ci-dessus deviendraient : 

R:P:: 1 :cos-B AD 
R : Q : : I : cos. C A D. 

D'où : P=R. Cos. B A D etQ =R. Cos. C A D. 

Il résulte delà que lorsqu'on décompose une 
force eu deux' autres qui agissent suivant des^ 
directions rectangulaires entr'elles , on trouve 
chaque composante eu multipliant la force pro<«^ 
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jfQséé par le cosinus de Fangle qti'elle fait ateè 
la direction de cette composante. 

Chaque composante est représentée par la 
projection de la résultante sur sa direction , et 
c'est ce qu*on appelle sourent, la force estimée 
suivant cette direction. Ainsi , R cos* B A D, 
ou la composante P est la force K estimée sui- 
vant la direction A P. 

Corollaire III. 

40. Quand on sait déterminer la résultante 
de deux forces appliquées à un point ^ on peut 
déterminer celle de tant de forces P,Q,R, S, etc; 
qu'on voudra ^ appliquées à un même point A 
et dirigées d'une manière arbitraire dans l'es^- 
pace. Car^ en considérant d'abord deux quel- 
conques de ces forces, comme les forces- P et Q, 
par exemple , ces deux forces seront dans un 
même plan, et Ton en déterminera la résultante 
comme nous l'avons fait tout-à-l'heure. Soit X 
cette résultante, on prendra semblablement la 
résultante de la force X et d'une autre telle que 
R. Combinant ensuite cette résultante que je 
désigne par Y avec une nouvelle force S , On 
aura leur résultante Z qui sera celle des quatre 
forces P^ Q, R, S; et continuant ainsi ^ mi 
arrivera nécessairement à la résultante générale* 
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Si toutes les forces P, Q,R^S, etc. sont dans 

un même plan y les résultantes successives X y 

Y y Zjy etc. seront dans ce même plan y et par 

conséquent la résultante générale y sera .aussi. 

Si toutes les Ibrces^ sont en équilibre^ la ré-* 
sultante générale sera nulle. 

Théorème V- 

J^i* Si trois forces X , Y^ Z appliquées -à un F* i6- 
même point A dans Pespace, sont représentées 
par les trois lignes A B, AC, AD , et qi/on 
achève le parallélépipède A.,. F, la résultarite 
JR de ces trois forces sera représentée par la 
diagonale A F dé ce parallélépipède^ 

En effet , les deux: forces X et Y qui ^on^t re*- 
présentées par les deux côté^ du parallélor 
gramme A B G G > donneront pour ré$ultaixiV^ 
une force P représentée par la diagonale A G dç^ 
ce parallélogramme. : . 

Ensuite y à cause de A D égale et parallèle à 
G Vy la figure A 6 F B sera un parallélogramme y 
' et par conséquent les deux forces Pet Z donne- 
ront une résolftante R représentée par là diago- 
nale A F 9 laquiellè est enmsnne teœpf la diago^ 
nale du parallélépipède propose. 

. 4 • 
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Remarque. 

l\i. Observons , sur le champ ^ comme au 
00. 37 , que tant que les trois forces X j Y > Z 
ne seront pas dans un même plan y elles ne pour- 
ront jamais donner une résultante nulle, à 
moins qu'elles ne soient nulles elles-mêmes en 
particulier. 

Car « si aucune d'elles n'était nulle , on pour- 
rait consti^uire le parallélépipède sur les lignes 
qui le3 représentent, e» grandeurs et en direc- 
tions , et la diagonale serait la résultante. . 

Si l'une d'elles seulement était nulle , les deux 
antres qui, par hypothèse, ne. sont pas en ligne 
droite, auraient une résultante. 

'Enfiù, si dent d'entrVUes seulement étaient 
itulles , la troisième serait la résultante , et par 
coùséq lient , les composatites X , Y , Z doivent 
être nulles toutes trois , pour donner une ^é--^ 
sultante nulle, 

'. .'Il 

CoroUairô'l. 

43. On voit par le Théonèale précédent , 
( qu'on pourrait nommer le parallélépipède 
des forces ) qu'une force quelconque donnée R 
est toujours décomposable en trois autres Xf, 
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Y , Z respectivement parallèles à trois lignes 
données dans l'espace y pourvu que deux de 
celles-ci ne soient pas parallèles. 

Car, en prenant la partie A F pour repré- 
senter la quantité de la force R^ et menant par, 
le point A d'application trois lignes parallèles 
aux droites données chacune à chacune y on con- 
duira par le point A trois plans indéfinis X Y ^ 
XZ, YZ, et parle point F trois autres plan ff 
respectivement parallèles aux premiers ; et ces 
six plans détermineront le parallélépipède dont 
les trois arrêtes contigues AB, AC, AD re- 
présenteront les trois composantes X> Y ^ Z. 

Corollaire II. 

44* Si ^6 parallélépipède est rectangulaire^ 
on aura dans le rectangle A D F G : A F* =3 
A D^ +- A G* ; mais dans le rectangle A B G G ^ 
on a : A G* = A C* •+- AB*; donc en substi- 
tuant cette valeur A G*^, on aura : ' 
AF =sAD+AC -4- A B*; et par conséquent: 

R*=X*+Y*+Z*. 

Ce qui donne R = V X*-+-Y»-+"Z* pour la 
valeur de la résultante en fonction des troi$ 
composantes. 
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45. Si Fon veut avoir les trols^ composantes 
en fonction de la résultante et des angles qu'elles 
font avec elle , en nommant d'abord « l'angle 
que la résultante R fait avec la composante X, 
on aura visiblement : A F : A B : : 1 : cos. «e, et 
far conséquent : 

R : X : : 1 :cos« et: . 

d^où Ton tire : X = R cos. et. 

En nommant de même J9 et 7^ les angles que 
la résultante fait respectivement avec lescompo^ 
sanits Y et Zp^ on trouvera : Y =n: R cos. J9 ^ 
Z = R c-os. y : d'où il suit qu'on trouvera les 
valeurs des trois composantes respectives, en 
multipliant la résultante par les cosinus respec- 
tifs des trois angles que sa direction forme avec 
les directions de ces composantes. 

Remarqua. 

46. Puisqu'on a trouvé R* =p X* -+- Y* -t- Z* 
eu subsrtituant paur X , Y , Z leurs valetu's res** 
pectives R cos. ce , R cos. jB , R cos. y ; on aura : 

R* = R^ cos.^ « + R^ COS.* /3 4- R* cos.* y : 

ou bien: 

%. ' .... 

R* s= R* (cos.* « + COS.* ^ +C0S.* yy 



k. • 

7 
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d'où 9 COS.* « -4- C05.* jB -+- COS.* > s» i 

relation connue qui a toujours lieu entre les 
, angles que fait june droite avec trois axes rectaUfr- 
guUires dans Tespace. 

Composition et décomposition des 

Couples. 

» • 

47<( Pou R abroger le discours^ nous appelIe-^.Fig. 27. 
rons cxMph Tensemble de deux fèrces, telles 
que P et — ^P , égales ^ parallèles et contraires ^ 
mais non appliquées au même point. La per-« 
pendiculaire commune A B , menée entre les 
directions des deux forces^ sera le bras de 
levier du couple ; et le produit P x A B de 
l'une des forces par le bras du levier^ en sera 
nommé le moment. 

Quelle que soit Faction de deux forces telles 
que P et *^P ^ sur le corps auquel elles sont 
appliquées 9 nous avons vu (3a) que cette action^ 
ne peut être contrebalancée parcelle d'aucune 
simple force appliquée comme on voudra au 
même corps; et que par conséquent l'effort d'un 
couple ne peut être comparé d'aucune manière 
à une simple force. Pour distinguer cette non- 
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velle cause de mouvement ^ qui est en quelque 
sorte d'une nature particulière, ou pourrait 
l'appeler énergie^ Au reste, comme on verra 
tout-à-l'heure que Vénergie d'un couple est me- 
surée par son moment j on pourra souvent subs- 
tituer ce second mot an premier, ouïes prendi^ 
quelquefois Fun pour Fautre. 

La^ composition des couples formera la se- 
conde partie essentielle des principes de. notre 
Statique, et se reproduira dans le cours de cet 
Ouvrage presqu'aussi souvent que la composi" 
tion des forces. On en verra bientôt dériver les 
lois de réquilibre d'une manière si Naturelle et 
si simple^ que Ton nous pardonnera d'avoir 
paru nous arrêter ici à* TexamQnjd'un cas sin- 
gulier, lorsque .nous tendions peut-être lé plus 
directement ppssiblç vers le but principal. 

Ce que nous allqns dire sur les couples est 
toui-à-fait indépendaiu de l'ejEFet qu'ils pro- 
duisent sur les corps ; maijs lorsqu'on voudra 
se j^ife une idée, des sçns respectifs d^ différens 
couples situés dan$ le mémç plaxt , on pourra 
se représenter que les .milieux de leurs bras 
de levier sont .fi^e$ : alor^ l'effet de chaque 
couple sçra visiblement de faire tourner le corps 
autour du milieu de son bras de levier , et l'on 
distinguera facilement le sens, des couples , en 
distinguant .les couples .qui tendent ^à faire 



DE S T A T I Q U E. 4^ 

ioùrner ' dans un sens , d'avec ceux qui lendént 
à faire tourner dans le sens contraire. JlVfais né 
perdons pas de vue qu'il n'y aura réellement 
aucun point fixe , à moins que nous n'en aver- 
tissions expressément ,;et que l'idée de rotation 
qui est purement accessoire-^ ne servira qu'à 
toïte image au besoin. 

48. Nous avons vu . plus haut qu'une force 
peut être transportée en un point quelconque 
de sa direction , pourvu que ce point .soit lié 
au premier d'une manière invariable : voici une 
proposition analogue pour les couples, qui n'est 
pas moins remarquable que la première , et 
dont nous ferons le plus grand usage par la suite. 

Lemme. 

49* 27> couplé que/conçue peut être tram» ' 
porté partout où fort voudra dans son plan ^ 
ou dans tout autre plan parallèle ^ et tourné 
comme on ^voudra dans ce plan , sans que 
son effet sur le corps auquel il est appliqué 
en soit changé , pourvu qu'on suppose le 
nouveau bras de levier invariablement attaché 
au premier. 

Pour démontrer plus facilement cette pro- 
position, nous la décomposerons en deux autres. 
- Soit d'abord le couple (P,—^P) appliqué Fig. i8. 



/ 
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perpendiculairement sur A B ; prenons* où Fotii 
Toudra ^ dans le plan de ce couple ou dans tout 
autre plan parallèle , la droite CD ëgale et 
parallèle à AB i joignons AD et B G qui seront 
dans un même plan y et se couperont visible-** 
ment au milieu I de leurs longueurs respeclires; 
et supposons enfin les droites AB et CD liées 
entr elles d'une manière invariable. 

Si Ton applique sur la ligne C D^ parallèle^ 
mentaux forcesP et — P,deux couples contraire* 
(ip', —F), (F', — P''), égaux entr'eux et 
au couple proposé (P, — P ), il est évident que 
ces deux couples se détruiront d'eux-mêmes , 
et que par conséquent l'effet du couple (P, — P} 
ne sera pas changé ; mais ^ d'un autre côté , il 
est facile de voir que les deux couples (P, — P,) 
et ( P', — P'^ ) se détruisent aussi d'eux-mêmes ; 
car le point I étant à la fois le milieu des deux 
lignes A D et B G 9 les deux forces égales et 
parallèles P et P'^ , appliquées sur AD, don-* 
neni une résidtante parfaitement égale et op-^ 
poséeà Ja résultante des deux forces — Pet — P'V 
appliquées sur B G. On peut donc supprimer 
les deux couples ( P, — P), (F% -^P) j et 
il ne reste plus que le couple (P, *^P') ap- 
pliqué sur G D, lequel n est autre chose que 
le couple primitif qu'on aurait pour ainsi dire 
thuMporté parallèlement 4 ses fbrocs ^ de ma*» 
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nière que son bras de levier A B fut Tenu dans 
la position parallèle G D. 

Soit ^ en second lieu, le couple (P, — ^P)Fig. ig. 
appliqué perpjendiculairement sur AB. Tirons 
dans le plan de ce couple , sous un angle quel^ 
conque arec A B , la droite C D == A B , et 
supposons que ces deux droites se coupent au 
milieu I de leurs longtieurs respectives , et 
soient' invariablement fixées entr 'elles. 

Si l'on applique à angle droit sur G D ^ deux 
couples contraires égaux entr'eux et au couplé 
proposé (P,— rP^, ces deux couples se dé- 
truiront d'eux - mêmes , et par conséquent 
l'effet du couple ( P , *— P ) ue sera pas changé. 
Mais, d'un autre côté,les deux couples (P, — ^P), 
( V" y — P^' )> se détruisent aussi d'eux-mêmes : 
car f avec un peu d'attention , on vi^it que les 
deux forces égales P et — V qui s^ rencontrent 
en G , donnent une résultante égale et directe* 
ment opposée à la résultante des deux forces 
— P et P' qui se rencontrent en H. On peut 
donc supprimer les deux couples ( P , — P ) , 
( P"' , — P'^ ) , et il ne reste plus que le couple 
( P, — P' ) appliqué sur G D , lequel n'est, pour 
ainsi dire , que le couple primitif qu^on aurait 
tourné dans son plan, de manière que son bra& 
de levier A B fut venu dans la position obli-^ 
que CD. 
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De ces deux propositions réunies , on peut 
conclure qu'un couple quelconque , sans que 
son effet soit changé , peut être transporté dans 
son plan ou dans tout autre plan parallèle , dans 
telle position qu'on voudra : car on peut d'abord 
le transporter parallèlement à ses forces dans le 
plan donné y dé manière que le milieu de sou 
bras de levier touche au point donné qu'on 
voudra , et Ton pqut ensuite le tourner autour 
de ce points de pianière à l'amener dans la 
position donnée : ou, réciproquement, on peut 
le tourner d'abord dans son plan , de manière 
que ses forces deviennent parallèles aux nou- 
velles directions qu'on veut leur donner , et 
ensuite le transporter immédiatement dans la 
position donnée. 

Transformation des Couples^ Mesure 

de leurs Energies. 

• ,Jjemme. 

Fig. 20. 5o. Un couple quelconque (P, — P) pp^ 
pliqué sur un bras de levier A B ^ peut être 
changé en un autre ( Q > — Q } ^^ même sens , 
appliqué sur un bras de levier B C dijférent 
du premier y pourvu quon ait : P : Q ; : BG : A B, 
ou P X AB = Q X BG , c^est" à - dire j pourvu 
que les momens de ces couples soient égaux. 

Prenons 
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PrexioD^ en effet sur le prolongement de A B 
upe partie quelconque B G ^ et appliquons sur 
B C parallèlement aux forces P et — P , âeux 
couples ( Q , — Q ) y ( Q% —Q' ) égaux et con- 
traires : leur effet sera absolument nul ; et pai; 
conséquent celui du couple ( P > — P ) ne 
sera pas changé. Mais y d'un ^utre côté ^ si Ton 
suppose que les forces P et Q, et par consé- 
quent P et Q', sont en raison inverse des li- 
gnes À B et B C , leur résultante qui est égale 
à P-hQ*, pa^se enB, et détruit évidemment ' 
les forces contraires --.P. — Q' qui s'y trouvent» 
On peut donc supprimer les quatre forces P, Q', 
— i-P y — Q* , et il ne reste plus que le couple 
( Q , — Q ) appliqué sur BC , lequel remplace , 
le coUple proposé (P, — P ) appliqué sur AB. 

Corollaire^ . 

» 

5|. Il n^est pjas difl^ëile de conclure de là 
que les énergies des couples sont proporiion- 
tiellef à leurs monlens. 

En effet 9 l'on peut voir d'abord que leséner-Pîg. 21. 
gics de deux couples ( P , — P ), ( Q , — Q ) , 
qui agissant sur des bras de levier égaux A B , 
C D > sont entr'elles ooinme les forces P et Q " 
de ces couples; car si l'on suppose les forces P 
€t Q entr^elles ^ comme deux nombres entiers^ 

D 
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comme 5 et 3 par exemple , en partageant 
chaque 'force P et -^P en 5 forces égales , et 
cliaqtie force Q et — Q en trois forces égales 
èntr'élles et aux premières ^ on pourra consi- 
dérer le. couple ( P , — P ) comme la somme 
de 5 couples égaux et de même sens, appli- 
qués parfaitement Fun sur Tautre ^ et le couple 
( Q , — Q ) comme la somme de 3 couples égaux 
èntr'eux et aux premiers , aussi appliqués l'un 
sur Tautre. Les énergies des couples ( P, — ^P ), 
(^ , .— .Q ) , seront donc entr'elles comme 5 
à 3 > ou comme P à Q. Si les forces P et Q sont 
incommensurables 9 on fera le raisonnement 
connu 9 etc. 

Maintenant soient deux couples quelconques 
( P , ' — P )> ( Q> — Q ); soit p le bras de levier 
du premier y et q le bras de levier du second : 
le couple (Q, — Q) agissant sur la ligne q^ 

est équivalent au couple / X-Q , — Z.Q ] , qui 

\P P ^ 

agirait sur la ligne p; car les momens sont 

égaux de part et d'autre y le premier étant Q q^ 
et le second , — Q. p = Qy. Ainsi , au lieu des 
deux couples proposés 9 on a ces deux- ci ^ 
(P,— P)/?Q, —.?.Q^ qui ont un même 
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bras de levier p. MaL§ le$ énergies M ei N de 
çe« deui; cQ^ple3 sout exitreUe$ cgmiue leur^ 

forces, et par consëquent l'on a :M:N::P: — Q , 
, p 

OU bien M : N : iV.p ; Q y. 

02. Puisque les énergies de dçux couples sont 
entr'elle^ dans le rapport de leurs niomens, il 
s^ensuit que le moment d'un couple est la me-i- 
sure de ^n énergie : car si l'on prend pour 
unité d'énergie , celle d^un couple composé de 
deux forces égales à l'uni t^ de force ^ appliquées 
sur un bras de levier égal à l'unité de ligné , 
rénergie du couple ( P , -^P ) au bras de le- 
vier^, contiendra autant de fois l'unité d'éner- 
gie , que le moment P x p contiendra le mo- 
ment 1 X ï > c'çst-à-dire ^ contiendra l'uuité- 

Remarque^ 

53. Pour comparer entr'elles les énergiç3 des 
couples 9 on pourrait prçi^dre ^ussi, au, lieu 
des produits Vp pQ^q^ dç^ forces p^r leprs 
bras de Wvîer ref^i^ngulàire^ , les produite ^ det 
ees mêmes forces par à^ br^s de leyier obliqueîi 
sur leurs dkectiwsr IVJl^i* il faudrait pour tqus 
les couples que les bra^s d^ Jevi^r fi^^aptle ménjiiç 
angle avec les fi>roe#. il e^t clair qu'ors les 
bfBs de levier QblîS[V49s serid^uji, tou$ prxjpor- 
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tîionnels aux bras de levier rectangulaires y eV 
que par conséquent les nouveaux momèns* se-^ 
liaient proportionnels aux premiers. 

Nous employerons quelquefois ces nouveaux 
momens dans la mesure relative de différens 
couples ; mais nous regarderons toujours les 
autres comme la mesure absolue de leurs 

ê 

énergies. 

Composition' des couples situés dans 
. un même plan ^ ou dans des plans 
parallèles. 

/Théorème I. 

5^. Tji NT de couples que P on voudra /situés 
dans un même plans ou dans des plans pa^ 
raÛèles , se composent toujours en un seul ^ 
dont le moment est égala la somme des mo-^ 
mens des couples composans y ou égal à leur 
différence , lorsquilj a des couples de sens 
inversé.' 

En effet, on peut d'abord ramener tous les^ 
eotijpies dans un même plan, ensuite ramenen 
ïéi forces de ces couples au parallélisme , enfin. 
leà( changer tous en d'autres équivalens qui au-* 
]f*aient un même bras de levier , et alors les 
appliquer Fun sur l'autre. • * 

Soient P, Q j R... les' forces eomposaii^es^ 
des différens couples; ;9,^, n.. leurs bras dé 
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levier respectifs ; et soit D la longueur du bras 
de levier commun à tous les couples trans- 
formés. Au lieu du moment P/? du cpuple 
( P> — rP ) > on substituera le moment équiva- 
lent d'un couple ( P' , —F ) , tel qu'on aurait 
P'D=±= Vp, On substituera de même à la place 
desmomens Q^^Rr... , les momens Q'D, RD... 
de couples équivalens; et tous ces couples trans- 
formés étant appliqués l'un sur l'autre sur le 
même bras de levier D^ on aura un couple 
unique résultant qui sera : 

et dont le moment sera : (P'-h Q'-f-R'.-) xD, 
ouFD4-Q'D4-R'D.- = Pp4-Q^ + Rr... 
Ainsi Ténergie résultante sera égale à la 
somme de toutes les énergies composantes , ou 
bien à leur différence , selon que les forces 
^9 Q > R' • • • qui agiront à la même extrémité 
du bras, de levier D , seront toutes de même, 
sens y ouf en partie contraires. 

Composition des couples situés ddns 
des plans quelconques^ 

Théorème IL 

. 55. Deùjc couples situés, comme on voudra, Fig. 
dans deux plans qui se coupent sous un angle 
fue/conque , secomposent toujours en un seuL 

3 



.Et si Fort représente les tnomens de ces^ cou^ 
pies par les longueurs respectives de deux 
droites tirées sous un angle égal à celui rfei 
deuxplansy ettfa^on achève le parallélogramme f 
le moment du couple résultant sera représenté 
par la diagonale de ce parallélogramme y ^ 
le plan de ce couple partagera f angle quejbrit 
entreux les plans des couples composans > 
Comme la diagonale du parallélogramme pax^ 
tage P angle que font les deux côtés adjaoens* 

Soient en effet les dèu'x couples {proposés ^ 
situés dans les deux plan$ AGM, AGN, qui 
èe rencontrent suivant A G j et Supposons qti^on 
ait d'abord changé ces deux couples en deuit 
autres respectivement équivalens^ qui auraient 
un même bras de levier. 

9 

En quelque lieu qtie soit situé le couple 
(ï^ , — P ) dans le plan A G M , on pourra le 
ramener dans ce plan à angle droit sur l'inier-* 
section A G , de manière que son bras de levier 
AB tombe sur l'iniersection A G (49)* De 
même 9 en quelque Jieu que soit situé le couple 
( Q , — Q ) dans le plan A G N , on pourra le 
ramener aussi à angle droit sur la même inter- 
section , et de manière que son bras de levier y 
égal au premier , coïncide avec lui en AB. 

Alors lés deuï forces P et Q appliquées en A, 
se composerom tea une seule JR apiiltquée au 
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même point A ^ et représentée par la diago-. 
i^ale. AR du parallélogramme construit sur les. 
deux lignes AP 9 AQ, qui représentent le* 
forces P et Q, Les deux forces — P , — *Q appli- 
quées en B , se composeront aussi en une seule- 
-!— R appliquée en B^ parfaitement égale 9 pa-. 
rallèle et contraire à la première; et Ton aura ^ 
au lieu des deux couples ( P, — P ) , ( Q > — Q ) > 
le couple unique ( R ^ — R ) appliqué sur le 
même bras de levier A B. 

Puisque ces trois couples ont un même braa 
de levier, leurs énergies respectives sont pro- 
portionnelles aux valeurs des trois forces P, Q, R. 
Donc^ si Ton représente les énergies des deux 
couples composans, par les dei^x lignes AP y AQ 
qui leur sont proportionnelles , l'énergie du 
couple résultant sera représentée par la diago- 
nale AR du parallélogramme APRQ cons- 
truit sur ces lignes. Or , il est visible que les 
angles formés par les trois lignes A P> A Q, A R, 
mesurentles angles que font les trois plans : donc 
le plan du couple résultant partage l'angle des 
deux autres plans , comme la diagonale A R par- 
tage l'angle P A Q des deux côtés adjacens A P^ 
A Q. Donc , etc. 

Corollaire* 
56* On pourra donc toujours réduire 9 un 

4 
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seul tant de couples que Poii voudra , appli-» 
qués à un corps d'une manière quelconque dans 
l'espace : car, en les composant successivemcnl 
deux à deux , comme nous venons de faire, on 
arrivera nécessairement à un couple unique 
dont on connaîtra le plan et l'énergie, et qui 
sera équivalent à tous les autres. 



/ "^ 



Corollaire II. 

57. On peut aussi décomposer un couple en 
deux autres situés dans deux plans donnés , 
pourvu que ces plans et celui du couple propose, 
se rencontrent suivant une même droite , ou 
suivant des droites parallèles; ( car en trans- 
portant le plan de l'un de ces couples parallè-'. 
lementà lui-même, ce qui est permis (49) y on 
rassemblerait leurs trois intersections parallèleSi 
.en une seule )- 

Pour opérer cette décomposition , on n*atira. 
qu'à suivre dans Tordre inverse le procédé que 
nous venons de donner pour la composition de 
deux couplesj ou bien l'on s'y prendra de cette 
manière qui est très-simple , et dont nous nous 
servirons quelquefois* 
Kg. a3' 58. Soit AZ la commune intersection des 
trois plans : menons à volonté un plan Y A X 
qui les coupe suivant les trois lignes respec*» 
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tives A Y, A V, AX; et soit ZAV le plan 
du couple proposé. 

De quelque manière que ce couple (P,— ^P) 
soit situé dans le plan Z A Y , on peut le placer 
de manière que ses forces soient parallèles à 
l'intersection A Z^ et que la direction de l'une 
d'elles 9 comme' de la force — P, coïncide avec 
cette même intersection. Alors la direction de 
l'autre force P rencontrera quelque part en B 
la droite A V, et l'on^aura le couple (P, — P) 
appliqué d'une mçmière quelconque sur A B , 
comme on le voit dans la figure. Maintenant 
formons, suivant les directions AY, AX, 
avec AB comme diagonale, le parallélogramme 
BG AD; et à l'un des angles G ou t), en D 
par exemple, appliquons deux forces contraires 
P', — P', égales et parallèles aux forces P et P 
du couple proposé. L'effet de ce couple ne sera 
pas changé. Mais actuellement , au lieu du 
croupie (P, — P ) appliqué sur la diagonalje AB, 
on peut en considérer deux autres: l'un (P', — P) 
appliqué sur le côté A D dans l'un des plans 
donnés Z A Y : l'autre (P, — P' ) , appliqué sur 
B D parallèlement à l'autre plan ZAX. Or, ce 
couple peut être transporté parallèlement à lui- 
même dans ce plan Z AX,sur le côté A C=BD; 
et l'on aura alors , au lieu du couple ( P , — P ) 
uppliqué siir la diagpnale A B , deux couples 
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(P,— pP),(P, — P'), composés de forces égales ci 
parallèles aux premières y appliqués dans les 
deux plans donnés sur les côtés A D ^ A €• 

Remarque» 

59. Si Ton supposait que le plan YÀX est 
tnené perpendiculairement à la commune in- 
tersection A Z des plans des trois couples ^ 
les forces de ces couples seraient perpendicu- 
laires aux lignes AY, AV, AX; et comme 
tes forces sont égales y les énergies des couples^ 
Seraient proportionnelles à leurs bras de levier 
AD^AB^AG; et d'après ce que nous venons 
de dire , on retomberait sur la proposition pré- 
cédente , n®. ( 55 ) ; ce qui fournit , comme on 
iroit j une nouvelle démonstration de cette pra« 
position. 

Manière plus simplà iPexprimer les Théorèmes 
qui concernent la composition des Couples. 

60. Au lieu de déterminer la position d'ui^ 
couple par celle de son plan , on peut aussi la 
déterminer par la direction d'une droite quelr 
conque perpendiculaire I1 ce plan , et que Toq 
pourra nommer l'axe du couple. Puisqu ua 
couple peut être supposé appliqué où l'oxi 
voudra dans son plan ^ ou dsms tout plan pa- 
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rallèle , il est visible que l'ou connaîtra la po^ 
sition d'un couple dans Fespace > lorsque l'oq 
connaîtra la direction de son axe ; car en éle^ 
vaut où l'on voudra sur cet axe un plan per«^ 
pendiculaire ^ ce plan pourra être pris pour 
celui du couple proposé. 

Au moyen de cette remarque , nous expri- 
merons plus commodément dans le discours 
et dans le calcul y le théorème que nous venons 
de démontrer^ et celui que nous y ajouteronSf 

. 6i« Soit le parallèlofiT^iume ALGMf etFig. a4. 
concevons suivais t Jes deux cdtés AL • AM • 
et suivant la diagonale AG^ trois plans élevés 
perpendiculairement sûr le plan de ce paral- 
lélogramme* Nous venons de voir que s'il y a 
dans les deux premiers deux couples dont les 
momens respectifs soient, représentés par. les^ 
deux côtés AL^ AM^ ces deux couples ^ 
composeront en un seul situé dans le troisième 
plan, et dont le momeat . fiera représenté par 
la diagonale A G. 

Or y si par le point A et ^lans le plan du pa«v 
rallélogramme 9 on tire trois lignes A L% AG'^ 
A M^, perpendiculaires aux trois lignes respec- 
tives AL, AG, AM, il est facile de voir 
que ces trois lignes seront respectivement per- 
pendiculaires aux plans des trois couples , 
qu'elles feront entr'eUes les mêmes angles que 



6o Elémens 

ies trois lignes AI/, AG, AM,et que pai^ 
conséquent, si l'on prend AL'=:AL, AG'==AG, 
A M'=A M , on formera un parallélogramme 
AL^G^M' parfaitement égal au premier ALGM. 
Donc Ton pourra dire , que si deux couples 
situés dans deux plans respectii^ement per-^ 
pendiculaires aux deux côtés d^un parallélo- 
gramme A L' G' M' , sont représentés en éner- 
gies par les longueurs respectives Ah'j A M' 
de ces côtés ; le couple résultant sera situé 
dans un plan perpendiculaire à la diagonale j 
et représenté en énergie par la longueur AG/ 
de cette diagonale. 

, Ou plus simplement : deux couples repré- 
sentés , pour leurs axes et pour leurs énergies^ 
par les deux côtés respectifs AL', A M' d*un 
parallélogramme , se composent en un seul re- 
présenté, pour son axe et pour son. énergie, 
par la diagonale A G' de ce parallélogramme. 

62. On voit ici par un raisonnement totit-4i-^ 
fait semblable à celui du n©. (87), que deux 
couples qui agissent dans des plans qui se cou- 
pent , ou qui ne sont pas parallèles , ne peuveni 
jamais donner un couple résultant nul, à moins- 
qu'ils ne soient nuls tous les deux à-la-fois. 

Remarque* 

■ < 

63. Lorsque les plans des deux couples com-» 
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posans sont rectangulaires entreux ^ les deux 
perpendiculfâres à ces plans y ou les deux axes 
AL' AM^, sont aussi rectangulaires; et l'on a 

dansl^ rectangle AL G M, AG/*=Âr*-+-AM'*; 
de plus^ si l'on nomme aet (^ les angles que 
fait la diagonale AG^ avec les deux côtjés adja- 
cents AL% A M"; on a AL' = AG' .cosv«j| 
AM': = AG'.cos. i8. , , . 

Donc y en désignant sino^plement les trois 
énergies respectives par les lettres L, M, G, 
on a pour l'énergie résultante G : G* = L*-+-M% 

- L* + M , et pour les angles que 

son axe fait avec les axes des deux autres 

L = Gcos. «• M«s=G. COS. A • d''oiicos.a=rr. 

Théorème II L 

•64. Trois couples situés dans trois plans, ^^i* *5. 
respectivement perpendiculaires aux trois ar- 
rétes contigues d'un parallélipipède , et repré- 
sentes en énergies par les longueurs respectives 
dç ces arrêtes y se composent toujours en un 
seul situé dans un plan perpendiculaire à la. 
diagonale , et représenté, en énergie par cette 
diagonale elle-même. 

Soit en effet A. . . G le parallélipipède y 
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AL, AM, AN, les côtés qui représentent 
à la fois les axes et les énergies des trois couples* 
Les deux couples représentés en énergies par 
les deux côtés AL, A M du parallélogramme 
A L O M , se composeront en un seul , repré- 
senté en énergie par la diagonale A O , et situé 
/dans un plan perpendiculaire à cette diagonale. 
Maintenant ce couple, et le troisième repré- 
senté en énergie par A N , se composeront en 
un seul , représenté en énergie par la diago- 
gonale A G du parallélogramme À N G O , et 
situé dans un plan perpendiculaire à cette dia- 
gonale. Or cette diagonale est en même temps 
celle du parallélipipède : donc etc. 

65. On voit encore ici , par le même raison- 
nement que celui du n». (4^) , que si trois cou- 
ples agissent dans trois plsgas qui forment un 
angle solide , ou qui se coupent en un point 
unique , ils ne peuvent jamais avoir un couple 
résultant nul , à moins qu'ils ne soient nuls 
en même temps tous les trois. 

Remarque^ 

66. Lorsque lé parallélipipède est rectangu- 
laire , en nommatit L, M, N, les énergies 
composantes , et G l'énergie résultante , on a 
manifestement : G* = L* H- M^ -f- N*. 

En désignant par X > fi > i' , les trois angles quie 
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la diagonale y ou plutôt que l'axe du couple 
résultant fait avec les trois axes des couples 
composansv on a : 

Les Gcos. 7^^ M==sGcos«ft9 N =s G.cos. f. 

d'où: 

^ . L M n 

Cios. A =-r7 > cos. /tA 3= ■— , COS. f c= — . 

Gr G Ct 

Donc s'il s'agit de calculer le moment resultani 
G des tçois momens L, M^ Nj^ donc les axes 
sont rectangulaires 9 on aura pour sa valeur , 

C £== VXMT^FHh^ > et pour les smgles- 
^9 h9^9 <I^^ son axe fait avec les trois axes 
des momens composans z 

L 



\ 



Cos. X = 



Gos.>c 



Cos. 



M 



»< » 



V L^ + M- H^ N* , 

N 



S'il s'agit 9 au contraire^ de décomposer 
l'énergie G d'un couple en trois autres situées 
dans trois plans rectangulaires entr'eux^oudont 
les trois axes soient rectangulaires y on aura p 
pour les valeurs respectives des énergies com- 
posantes ^ L =s= G cos. A ^ M = G COS. /* ^ 
^ ss G COS. f) hp fA,f, étant les troi9 angle! 
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AL, AM, 

à la fois les a - 
Les deux » 
les deux co^ 
ALOM, 
sente en oi: 
dans un pi 
Mainieuiir 
sente en c 
un seul, 
gonale A '■ 
situé dans 
gonale. O 
celle du j». 
65. Oni 
nement qu 
pies agisse I 
angle solid 
unique, ils 
résultant nu 
en même tei« 



Pifi cinx des 



66. LoRSQu 
laire , en non 
composantes , 
manifestemeni 

En désignani 



:fTons pas 

- > >fu]ement 

''•G, COS. ;^, 

^•^■jOS qui sont : 

= G COS. X y 

'.i nîoven des- 

.••12' de ces quan- 

> ru.itre autres. 

,u5 OÙ l'on ne 

:> \, ^, r; alors 

is rapports des 



r :s Chapitre. 

:. dirigées comme 
^:space. 

, ,ae Ton voudra P , 

. ^<iiiêre quelconque 

^ ,*iième libre. 

^t«.''*l«*^ïa force P, 

^a«fe au point B. 

^j,i-eaient pris dans 

^*uqiii'onry sup- 

^.tf iii^ue deuT forces 

cf Jtraires 
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;*il«'S «H parallèles à la force 

-■ \i tii rien clian^'é à Tetai du 

j>ui^ considérer maintenant ^ 

• I' .jpjiUquée en B, la i'urce 

, «.l le couple (P, — P' j a^ls- 

\ i». Si , pour plus (le cliirié , 

.>n|i1e ailleurs dans un plan 

•le au sien y il ne restera au 

r.o P éyale et paralIfj-Je à la 

;] est , en quelque ^orle^ que 

Pt|u'on aurait transportée pa- 

'•-nïénie de B en A. 

imT ine transformation pour toutes 
. siènie à l'égard du même point A, 
u.' que toutes ces iorces viendront 
.^railèiemcnt à elles-nicmeb, mais 
de plus dans le système autant de 
iiqiU'S provenans de chacjue trans- 
ir, toutes les forces appliquées au 
<• composeront en une seule K, <-'t^ri... ^-^ 
'luples, en un seul couple (S, — S^ 
:?ur une certaine droite B C 
;i nous apprend que tufit de/urccs qu»:: 
■ :dra appliquées dune inanitre outl- 
'i un corps y peuvent toujours ôc rt-^ 
. une seule force et à un couple unique , 
N seront en général situés dans des plans 

b 
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, que Taxe du couple donné fait avec ceux de< 
couples composans cherchés. 

67. Au reste , nous ne nous arreteroûs pas 
sur ces détails : nous remarquerons seulement 
qu'entre les sept quantités L, M , N, G, cos. A, 
cos. lAy COS. ir ^ on a quatre équations qui sont: 

G^ = L» -h M^ -+- NS I^ = G cos. x , 
M = G cos. fi^ N = G COS. v , au moyen des- 
quelles, connaissant d'ailleurs troià dé ces quan^ 
tités , on pourra détei-miner les quatre autres. 
Il faut pourtant excepter le cas où Ton ne 
connaîtrait que lés trois angles x, a&> ^i alors 
on ne pourrait obtenir que les rapports des 
énergies L ^ M , N , G. 

Conclusion générale de ce Chapitre. 

Composition des Forces dirigées comme 
on "voudra dans V espace. 

68. Soient tant de forces que l'on voudra P , 
P^, P^^etc: appliquées d'une manière quelconque 
dans l'espace , à un corps ou système libre. 

Je considère d'abord l'une d'elles, la force P • 
par çxemple, qui est appliquée au point B. 
Ensuite, au point A , arbitrairement pris dans 
Fîg. a6. ce corps , ou au-dehors (pourvu qiji'on l'y sup- 
pose invariablement fixé) j'applique deii? forces 

cfjtraires 
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contraires P', — P égales et parallèles à la force 
P. Il est clair que je n'ai rien changé à Tétac du 
système. Mais je puis considérer maintenant^ 
au lieu de la force P appliquée en Ç , la fçrce 
P' appliquée en A> ^t le couple (P, — P' ) agis*. 
tant sur ia droite A B. Si , pour plus de clarté , 
on transporte ce couple ailleurs dans un J)lan 
quelconque parallèle au slep ^ il ne restera au 
poîg^ A que la force P' égale et parallèle à la 
force P, et qui n'est , en quelque sorte ^ que 
celte niênie force P qu'on aurait: iranspprtéç pa- 
rallèlement à elle-ménie de B en A. 

Si Ton fait la même transformation pour toutes 
les forces du système à Fégarddu inêmé point A, 
ii est manifeste que toutes ces forces viendrpnt 
s'y réunir parallèlement à. elles-mêmes, mais 
<{uHl y aura de plus dans le système autant de 
couples appliqués proTCnans de chaqup titans- 
formation. Or y toutes les forces appliquées au 
point A se composeront en une sêul^ R, ^Fi2..a7. 
tous les couples, en *in sieul couple (S, — S) 
appliqué sur utie certaine dépite B C- ' 

Ce qui nous apprend qu>^ tant d^ forces que 
Von voudra appliquées 4f une manière quèl^ 
conque à un corps ', peuçekp toujours se ré^ 
duire a une seule force et àup, couple unique y 
lesquels seront en général situés ^ansdéé plan^ 
dijfferens* 

E 
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Observons^ en passant^ que la quantité^ la 
direction et le sens de la résultante R seront 
toujours les mêmes , en quelque lieu qu'on 
ait pris le point A. En variant la position de ce ' 
point, la résultante R ne fera que se transporter 
parûllèlement à elle - même en difïerens lieux 
de l'espace ; mais le plan et l'énergie du couple 
résultant ( S ^ — S) changeront nécessairement. 

« 

Corollaire I^ . 

Qui contient les lois de téquilibre de tout 

système libre, 

69. Un couple ne pouvant jamais être tenu en 
équilibre par aucune simple force dirigée comme 
on voudra dans l'espace , il rés^lte de ce que 
nous venons de dire qu'il ne pourra jamais «y 
avoir équilibre dans le système , à moins que la 
résultante R des forces lie soit nulle d'elle-même^ 
et que le moment du couple résultant (S, r— S ) 
ne soit aussi nul de lui-même. 

Aiusiy toutes lesjbrces appliquées au système j 
étant transportées parallèlement à elles-mêmes 
en un point quelconque du système ou de Pes-r 
pace j doivçnt s'yjaire équilibre entr^ elles ; et 
tous les couples qu'elles produisent en se trans- 
portant en ce point , doivent aussi se faire équi- 
libre entr'eux. 
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Remarque. 

70. Telles sont, pour un système libre quel- 
conque, de forme invariable , les deux conditions 
d'équilibre nécessaires et suffisantes, c'est-à- 
dife,,sans lesquelles l'équilibre ne pourra sub- 
sister , et telles qu'il aura manifestement lieu , 
si elles soni remplies. 

Pour développer ces deux conditions , il fau- 
dra remonter à là valeur de la résultante Jl > et 
à la valeur du couple résultant (S, — S), en con- 
servant les lois qui lient la résultante à ses com- 
posantes , et le couple résultant aux couples 
composans; faire ensuite la force R et le couple 
^ S , — S ) tous deux nuls , et voir quelles rela- 
tions cela établit entre les forces primitives ap- 
pliquées au système. On obtiendra de cette ma- 
nière les conditions de l'équilibre , exprimées 
au moyen des seules forces données immédiate- 
meat par l'état de la question, ce qui est la soIxjl* 
tîon du problème que nous avions en vue. 

Mais tous ces développemens qui, d'après les 
principes posés ci-dessus, ne sont plus nu'une 
aflfaire de géométrie et de, cak;ul> feront Tobjet 
du Chapitre suivant. 
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Observons . 
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U faut donc au moins que les deux forces R 

R' forment ensemble un couple. Mais pour 

' «^ ce couple fasse équilibre au couple (S, — S ), 

st nécessaire qu'il soit situé dans le même 

i ou dans un plan parallèle ^ sans quoi ces 

X couples se composeraient toujours en 
seul qui ne pourrait jamais être nul ( 62 ), et 

y aurait pas équilibre. Donc la direction de 
>'sultante R doit être parallèle au plan du 
iple résultant (S^ — S) ; et par conséquent , 
ve^ les forces appliquées au système ne pour- 
!t jamais se réduire à une seule ^ à moins que 
résultante de ces forces transportées pa^ 
u'icment à elles-mêmes en un même point , 
^t une direction parallèle au plan du couple 
titant ; et cela y en quelque lieu de ¥ espace 

n ait pris Sabord le point où Ton a trans^ 

'/•' toutes les forces. 

Cite condition est nécessaire^ et il est clair 
\\(i suffit en général; car^ à moins que la 
'tîiute R ne soit nulle ^ on sera toujours 
d'appliquer au système une force R' qui 
aie y parallèle et opposée à la force R , et 
nie avec elle un couple ( R, — R ) de sens 
re à l'égard du couple (S, — S ), et d'un 
ni équîvalçnu Cette force estimée en sens 
ire sera la -résultante générale. 

3 
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Corollaire 1 1. 

Qui contient les conditions nécessaires potif 
que toutes les forces appliquées au système, 
aient une résultante unique^ lorsqu'elles ne se 
font pas équilibre. 

7 1 . Toutes les forces appliquées au système 
étant ramenées 9 ainsi que nous venons de le yoir^ 
il une seule force et à un co\iple> supposons que 
cette force R et le couple (S, — S ) se réduisent 
effectivement à une seule force ^ ou ^ si l'on 
veut, qu'une force unique R' fasse équilibre au 
couple ( S , — S ) et à la force R. 

Puisqu'il y a équilibre entre les deux forces 
R , R' et le couple ( S , — S ) , je dis que les deux 
forces R et R' doivent former un couple con- 
traire et équivalent au couple ( S , — S ) , et 
situé dans le même plan, ou dans un plan pa- 
rallèle , ce qui est ici la même chose. 

Car , il ne peut arriver que trois cas : ou les* 
deux forces R et R' seront susceptibles de se 
féduireàuneseule,et alors cette force ne pourra* 
faire équilibre au couple ( S , — S ) ; ou elles se 
réduiront à une seule avec un couple , et alors 
ce couple et le proposé ( S , ^r— S) se réduiroat à 
un seul, qui ne pourra pas être en équilibre avec 
la force : ou bien enfin, elles se réduiront à un 
Seul couple, et c'est le seul cas qui puisse arriver. 
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Il faut donc au moins que les deux forces R 
et R' forment ensemble un couple. Mais pour 
que ce couple fasse équilibre au couple ( S, -^S ), 
il est nécessaire qu'il soit situé dans le même 
plan ou dans un plan parallèle^ sans quoi ces 
deux couples se composeraient toujours eii 
un seul qui ne pourrait jamais être nul ( 62 ), et 
il n'y aurait pas équilibre. Donc la direction de 
la résultante R doit être parallèle au plan du 
couple résultant (S, -r-S ) ; et par conséquent , 
toutes les forces appliquées au système ne pour- 
ront jamais se réduire à une seule^ à moins que 
la résultante de ces forces transportées pa^ 
rallèlement à elles-mêmes en un même point ^ 
n'ait une direction parallèle au plan du couple 
résultant } et cela y en quelque lieu de l'espace 
quon ait pris d'abord le point où F on a trans-^ 
porté toutes les forces. 

Cette condition est nécessaire , et il est clair 
qu'elle suffit en général ; car y à moins que la 
résultante R ne soit nulle, on sera toujours 
maître d'appliquer au système une force R' qui 
soit égale , parallèle et opposée à la force R , et 
qui forme avec elle un couple ( R, — R ) dé sens 
contraire à l'égard du couple (S, — S ), et d'un 
moment équivalent. Celte force estimée en sen» 
contraire sera la résultante générale. 

3 



yo' , È t É M E N s 

Au reste , oïl pourra prendre immédiatement 
cette résultante; car si la force R appliquée en 
A est parallèle au plan" du couple ( S^ — S ), 
on pourra amener ce couple dans un même 
plan avec la force R , et alors Les trois forces K, 
S et — S étant dans le même plan se compo- 
seront toujours en une seule qui sera la ré- j 
sultan te unique de toutes les forces. 

72. Dans le cas où la force Rest égale à zéro, 
il n'y a point de résultante unique. Car toutes 
les forces du système sont réduites au seul 

, couple ( S , — S ) qui ne peut jamais se réduire 
à une seule force. Ainsi, à la condition précé- 
dente qui exige que la force R soit parallèle au 
plan du couple ( S, — S), on pourrait joindre en- 
core celle-ci, comme condition particulière: que 
la force R ne soit pa$ égîJe à zéro; à moins qu'il^ 
n'y ait équilibre, auquel cas la force résultante 
et le couple résultant étant tous deux -nuls, on 
pourrait dire qu'il y a une résultante unique 
qui est zéro, et qui a d'ailleurs telle direction et 
telle position qu'on veut dans l'espace. 

Remarque I. 

73. LoRviUE le couple résultant ( S , — S ) et 
Fig. 28. la force R ne sont pas dans des plans parallèles, 

il n'y a jamais de résultante unique. Seulement 
en transportant le couple ( S , ~ S ) , parallèle- 
ment à. son plan, on peut amener l'extrémité 
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B OU C de sombras de levier sur le point A , et 
alors les deux forces R et S appliquées en A se 
composent en. une seule T ; et toutes les forces 
du système sont réduites à deux autres T et — S 
non situés dans le même plan. 

Ce qui nous fait voir d'abord que tant de 

forces que Von voudra dirigées arbitrairement 

dans ¥ espace j peuvent toujours se réduire à 

deux au plus y non situées 'dans le même plan. 

Et de plus^ que deux forces non situées dans 
le même plan , ne peuvent jamais avoir de ré- 
sultante unique ; proposition qu'on regarde or- 
dinairement comme évidente, mais qui a besoin 
d'être démontrée. 

Remarque 1 1. 

74* Comme ilparaîtincontestablequ'un couple 
ne peut être en équilibre autour d'un point fixe , 
par exemple autour du milieu de son bras de 
levier, remarcfuons cette différence entre l'é- 
quilibre de plusieurs forces appliquées a un corps 
as^ujéti à tourner autour d'un point fixe, et 
l'équilibre de plusieurs couples qui seraient ap- 
pliqués au même corps. 

Dans le premier cas, il n'est pas nécessaire 
que les forces aient une résultante nulle d'elle- 
même ; il suffit qu'elles aient une résultante qui • 
passe par le point fixe où elle sera détruite. 

4 



Mais dans le second, il faut nécessairement 
que les couplés appliqués au corps donnent un 
couple résultant nul de lui-même , comme s'il 
û'y avait pas de point fixe dans le corps. Car , si 
ce couple n'est pas nul de lui-même , en le ti'ans- 
portant 9 pour plus de clarté , de manière que 
le milieu de son bras de levier vienne tomber 
au point fixe , il est évident que s^ d^eux forces 
ne pourront être en équilibre autour^ de et 
point. 

Et il est encore évident qu'elles ne seraient 
pas en équilibre y quand bien même il y aurait 
<lans le corps un axe fixe y pourvu que le piaxi dm 
couple ne passât point par cet axe^ ou ne fïït pas 
parallèle à Sa direction , ce qui reviendrait au 
même ( 49 )• 

Ainsi , lorsque différens couples situés comme 
on "voudra dans V espace y sollicitent un corps ou. 
système assujéti à tourner d^un point fixe ^ les 
conditions de ^équilibre sont absolument les 
mêmes que si le corps était parfaitement libre. 

Et la même chose a lieu dans le cas d'un axe 
fixe, si les couples appliqués sont tellement dis- 
posés qu'ilsne puissent jan^ais donnei' un couplç 
résultant parajjjièleàcet axe; ce qui n'arrive géné- 
ralement que lorsque tous les couples sont dans 
des plans parallèles qui rencontrent l'axe fixe 
en le coupant. 
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CHAPITRE II. 
Des Conditions de l'Équilibre. 

7 5. JN ous venons de voir ( 68 ) qu'on peut trans*^ 
former chaque force P qui agit sur tin système 
en un certain point B , en une autre force V Fîg. a6. 
égale^ parallèle et de même sens , appliquée en 
un autre point A pris à volonté dans l'espace, 
et en un couple ( P, — P ) appliquée sur A B, 
et dont Ténergie iest mesurée par le moment 
P X AI , AI étant une perpendiculaire abaissée 
du point A sur la direction de la force P. Que 
de cette manière, le système peut être considéré 
comme sollicité par la résultante de toutes les 
forces qui se seraient en quelque sorte trans- 
portées parallèlement à elles-mêmes au point A, 
et par le couple résultant de tous les couples 
qui naissant de ces transformations. Nous avons 
Yu que pour l'équilibre , celte résultante et le 
moment du couple résultant doivent être nuls 
ions les deux à la fois. 

Nous pourrions développer sur-le-champ ces 
deux conditions dans le cas général d'un cor|^ 
ou syi»tème sollicité par tant de forces que l'on 
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voudra daQs Tespace, et déduire delà les con-* 
ditions de Téquilibre dans tous les cas particu- 
liers qui. peuvent se présenter : mais^ comme 
notre marche doit toujours être uniforme dans 
le courant de ce' Chapitre , ou plutôt comme 
elle n'offrira qu upe même et continuelle appli- 
cation d'un même principe 9 nous aimons mieux 
passer en revue plusieurs, questions simples > 
avant que de traiter la question générale. Cela , 
nous fournira d'ailleurs l'occasion de répandre 
plusieurs propositions sur les momens dont on 
fait beaucoup d'usage dans la Statique. 

Une fois parvenu au Théorème général de 
l'équilibre , on pourra s'y arrêter y et l'on y 
trouvera comprises toutes les propositions qui 
auront été précédemment expliquées. 



I. 



De r équilibre des Forces parallèles qui sont 
situées dans un même plan. 

Fig. 29. 76- Soient P , P', P", etc. les différentes forces , 
parallèles. D'un point A pris où l'on voudra dans 
leur plan, abaissons une perpendiculaire com- 
mune sur leurs directions, et qui les coupe aux 
points respectifs B , C , D , etc. 

Considérant d'abord la force P, j'applique au 
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point A deux forces contraires P, — P, égales 
et parallèles à la première; ainsi , j'ai au lieu de 
la simple force P aj>pliquée en B , une force 
égale et parallèle appliquée en A , et un couple 
( P , — P ) agissant sur A B et dont l'énergie est 
P X A B. Je substitue de même au lieu de la force 
P' appliquéeen G une force égale et parallèle et 
de même sens appliquée en A , et un couple 
( P', — F ) appliqué sur A C et dont l'énergie 
en P X A G , de même pour la force P", etc. 

Si , pour plus de clarté, on transporte tous 
les couples ailleurs dans le même plan , il ne 
restera au point A que les forces P, P', P", etc. 
égales et parallèles aux forces primitives appli- 
quées en B , G , D , etc. et de même sens. 

Or, pour qu'il y ait équilibre , il faut i®. que 
la résultant^ des forces appliquées en A soit 
nulle d'elle-même. Mais , toutes ces forces agis- 
sant dans une même direction, leur résultante 
est égale à leur somme ( * ) ^ et par conséquent, 
l'on aura: 

P + F + F' + etc. =0 

première équation de l'équilibre. 

2». Il faut que le momenc résultant de tous 
les niomens des couples soit aussi nul de lui- 



■ (*) Il faut prendre ce mot ici et ailleurs , dans le sens 
de la remarque suivante (77). 
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même ; mais ce moment résultant est égal à la 
somme des momens eomposans ^ puisque toiis 
les couples sont dans un niémc plan. Donc, eQ 
nommant pour abréger y7 ^ j> y p' y etc. les bras 
de levier respectifs AB, AC, AD, etc. 
on aura : 

p^ + F/>' + PV + etc.=o 
secoude équation de Téquilibre. 

Remarque. 

7 y. Il est clair que dans la première équation , 
si Ton regarde les forces qui tirent dans un même 
sens comme positives , il faut regarder celles qui 
tirent dans le sens contraire comme négatives. 
Nous regarderons désormais comme positives 
les forces telles que P' qui tirent au-dessus de 
la droite A D , et par conséquent coteme néga-** 
tives les forces telles que P , P'.... qui tirent au- 
dessous ; et de cette manière on pourra dire 
que la somme des forces doit être nulle par 
réquilibre. 

Pour les signes des momens P^, ^' P ^c 

la seconde équation , il faut faire attention à 
deux choses, io.au signe de la force; 3®. au signe 
du bras de levier. 

Supposons, en effet , que la force P sans cesser 
d'agir du même côté du point A , vienne à 
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changer de signe; il est clair que le couple nou- 
veau qu'elle produira à l'égard du point A sera 
d'un sens contraire à celui du premier : ainsi , le 
moment Vp change de signe , lorsque la force P 
en change. 

Concevons maintenant que la force P , sans 
changer de signe ^ vienne à agir au point B^ de 
l'autre côté, du point A, 11 est visible que le 
couple nouveau qu'elle produira à l'égard du 
point A sera d'un sens contraires celui du pre* 
mier, et par conséquent le moment Vp change 
de signe , lorsque le seul bras de levier p eu 
change. 

Donc en prenant les bras de levier tels que 
A B qui sont à droite du point A comme posi- 
tifs y par exemple , il fendra prendre les bras de. 
levier tels que A B' qui tomberaient à gauche 
comme négatifs ; et Ton pourra toujours dire 
que la somme des momens doit être nulle en 
donnant des signes convenables aux forces et 
aux bras de levier. 

Corollaire. 

78. Supposons que les forces P, P', P", etc. 
ne soient pas en équilibre ^ çt soit R leur résul- 
tante, et par conséquent *— R la force oapabl» 
de leur faire équilibre. 
jLes deux équations précédentes devronx avoir 
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Vien SI Ton y^ fait entrer la force — R. On aura 

donc d'abord: 



P + F+ F' + etc. — R= G 



ou bien : 



R=:P + F + F' + etc. 



ce qui nous apprend que la résultante est ^gale 
à Ja somme des composantes y ce que nous sa«* 
vions deja. 

En second lieu y si Ton nomme r la distance 
de la résultante au point A ^ on aura : 

P^ 4«Fp'+P' p' + eic. — R r = o 
ou bien : 



Rr=P;,H-P>'+P>'-heic. 

Ce qui nous fait voir que le produit de la ré- 
sultante par sa distance rà un point quelconque 
A pris dans le plan des forces , est égal à la 
somme de tous les produits semblables des com* 

posantes par leursdistancesrespectivesàcemême 
point. 

En divisant eette équation par R^ et mettant 
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à la plaôe de cette quantité sa valeur P+P' 
^" ' etc., on aura : 



— p + F+F .+.etc. 



Ce qui donnera la distance ^de la résultante 
au point A ,. et par conséquent fera connaître 
^a position , puisque Ton sait, d'ailleurs, qu'elle 
doit être parallèle aux composantes. 

Remarque* 

79. Les produits Pp, Fp' , etc. sont ce que 
l'on nomme ordinairement les momens des 
forces ; mais on n'attache pa»-, au mot de mo- 
ment, d'autre idée que celle d'un simple pro- 
duit, qui résulte de deux nombres dont l'un 
exprime la force et l'autre sa distance à un point : 
au lieu que le moment est pour nous la mesure 
d'une force particulière, c'est-à-dire, de l'énergie 
du couple qui provient de la force, lorsqu'on la 
transporte parallèlement à elle-même au point 
que l'on considère. M^is comme ici, et dans la 
plupart des ouvrages de Statique , le moment 
exprime une même quantité numérique, à la 
différence près 'de l'idée que nous y joignons, 
nous avons cru devoir conserver ce mot qui est 
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consacré par Fusage y et qui rend bien d'aillenn 
notre idée, puisque le mot latin momentum 
d'où vient moment , signifie , force , poids , 
énergie. . 

Au reste, lorsque nous ne voudrons parler 
que du simple produit numérique d'une force 
par sa distance , à un point , à un axe perpen« 
diculaire , ou à un plan parallèle à sa direction, 
nous dirons aussi le moment de la force par 
rapport au point ^ ou a l'axe , ou au plan pl^ 
ralléle : et cela n'introduira aucun équivoque 
dans le discours , puisque Ton pourra entendre , 
si l'on veut , par ce produit , le moment du 
couple qui naîtra de la force transportée pa- 
rallèlement à elle-même au point , ou sur Taxe , 
ou dans le plan parallèle. 

De cette manière , l'équation précédente 

R r= P ;? -h F ;»'-+- P" /> " -h etc. 

■ 

peut s'exprimer ainsi : 

La sommé des moniens de tant de forces 
parallèles qu^on voudra , par rapport à unpoint 
4juelconque de leur plan y est égale au moment 
de leur résultante par rapport au même point / 
ce qui est le Théorème connu des momens> 
pour les forces parallèles qui sont situées dans 
un même plan. 

IL 



D E s T A Ir I Q U E. 84 



I I. 



JDe t équilibre des/orces parallèles qui agissent 
sur différens points d^un corps dans t espace. 

80. Soient P,P% P', etc. les différentes forces p^^ ^^ 
parallèles. Je mène à volonté deux plans Z A Y^ 
Zf A X parallèles aux directions des forces, et 
qui se coupent suivant A Z à angle droit Tua 
sur l'autre , pour plus de simplicité. Cela posé y 
considérant d'abord la force P appliquée eu B , 
l'abaisse une perpendiculaire BH sur la com- 
mune intersection A Z et appliquant en H deux 
forces contraires P , — P égales et parallèles à 
la premier^, je considère au lieu de la P appli- 
quée en B^ une force égale et parallèle et de 
même sens appliquée en H , et un couplé 
( P , — P ) agissant sur B H. Si l'on fait la même 
transformation pour les autres forcesP',P",etc. 
et que, pour plus de clarté, on conçoive tous 
les couples transportés ailleurs, chacun dans 
3on plan, il ne restera dans l'axe AZ que les 
forces P, P' , P" , etc. respectivement égales et 
parallèlesaux forces primitives, et de même sens. 

Or, la première condition de l'équilibre est 
que la résultante de toutes ces forces soit nulle 
d'elle-même ; et comme elles agissent dans une 

F 
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même droite y leur résultante est égale à leur 

60mme; et par conséquent ^ il faut qu'on ait : 

P+F-+.F'-|-etc. = o 

I 

t 

La seconde condition de l'équilibre est que le 
moment résultant de tous les moniensdes couples 
soit aussi nul de lui-même. Mais ce moment 
résultant né se trouve pas comme tout-à-l'heure;, 
en ajoutant les momens composans y car les 
couples, ne sont pas dans un même plan ni daDs 
des plans parallèles. 

Pour l'obtenir , considérant d*abord le couple 
(P, — P)que je 9upp6se ramené danssa pre- 
mière position sur B H, j'abaisse du point B 
deux perpendiculaires B O^ B I sur les deux plans 
ZAY^ ZAX;et, achevant le parallélogramme 
B G H I, je décompose le couple ( P, — P ) appli- 
qué sur la diagonale B H ^ en deux autres com- 
posés de forces égales j tuais appliqués respecti- 
vement sur les deui côtés H I et G H( 58 ) ; ainsi^ 
ennommanta:etj' ces lignes, ou leurs égales BG 
et B I , le moment proposé P >< B H , sera dé- 
composé en deux autres Pa:, Pj^ situés dans 
Içs plans respectifs Z A X^ Z A Y. 

Si l'on nomme de même a:' ety les deux per- 
pendiculaires abaissées du point' d'application 
de la force P'sur les deux plans, le moment du 
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couple ( P% -^ P' ) pourra se déoompo^r dans 
ces deux plans, en deux momens V oc' ^ ^' fi ^^ 
ainsi de suite pour tous les couples. 

Mais les momens <^ Wû% dans le plan Z A X 
se réduiront à un seul L y égal à leur somme 
Po: + P' a:' + P"±'^ H- etc. ; tous cduî qui 
seront dans le plan *L A Y se réduiront dé 
même à un seul M égal à leur somme P/+F/'-4- 
^'' y -f- etc. , et ces deux mofnettô résultàhs L et 
M se cQmpk>serout éuâu en uh seul G qui sera 
le moment total. Do^cKil faudra^ pour l'équi- 
libre y qu on ait G = o. Mais les deu^ momens 
jL et M, étant situés dans de^ plans qui se eôu-> 
peut y ne peuvent jamais donner utL moment 
résultant nul y à moins qu*ils ne soietlt nuls y 
chdCun en particulier (62); et partant la secondé 
condition générale de l'équilibre G == O , 
exige ces deux équations :L=:0^ M=i±to, 
c'est-à-dire y 



p 7 -h py + ip'y + «te. = ô. 



Ce qui nous fait voîr que pour Pé^Uilihfé 
d!un groupe de forces parallèles , il faut ces 
trois conditions particulières : que la somme de 
toutes les forces soit rmlle, et que la somme 
dt leurs momens pan. rapport à deux plans 
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parallèles à leurs directions , soit nulle tPellê-* 

même pour chacun de ces plans. 

Aernarque. 

Bi. Dans les équations précédentes , nous re- 
garderons comme positives les forces qui tirent 
de bas en haut , et par conséquent comme né- 
gatives celles qui tirent dans le sens contraire* 

Pour les signes des momens y il est clair qu'ils 
changent en même temps que ceux des forces. 
Mais d'un autre côté , si une force telle que Vy 
sans changer de signç, vient à agir enB'de Tautre 
côté du plan Z A X , elle produira un couple 
d'un sens contraire à celui du premier ; et par 
censéquent^ le moment change encore de signe 
lorsque le seul bras de levier en change. Donc 
si y par rapport à un plan, on regarde les bras 
de levier qui tombent d'un côté , comme posi- 
tifs , il faudra regarder ceux qui tombent de 
l'autre côté , comme n^atifs ; et l'on pourra 
toujours dire que la somme des mon^ens . est 
nulle 9 en donnant des signes convenables aux 
forces et aux bras de levier. 

Corollaire. 

• 

82.Sirpï>osows que les forces P,P' , P", etc. 
ne soient pas «n équilibre. Soit R leur résul- 
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tante ^ et par conséquent — R la force capable 
de leur faire équilibre. Les trois équations pré- 
cédentes devront avoir lieu en y introduisant ïa 
force — R. On aura donc d'abord, 

R = P + F + P'' + eic. 

ce qui donne la valeur de la résultante. 

Si l'on nomme ensuite p et ç les distances 
respectives de cette résultante aux deux plans 
Z» A Y, Z A X , on aura : 



R;; = Pa:4-Fa/4-F'a/^-t-etc., 
R(y = Pj + F/+P''y'+ etc. ; 



d ou , eu mettant pour R sa valeur , Ton tire : 

= P^+PV + Py+etc. 
'^ ~ P + PVf-F'H-etc. ^ 



I 



_ Pr+P>^+PV + etc . 
^ ~ P+F+P' + elc. ^ 

ce qui donnera les distances de la résultante à 
deux plans ^ et fera connaître sa position dans 
Tespace. Car ^ si l'on mène aux deux distances 
trouvées, deux plans respectivement parallèles 
aux premiers, la direction de la résultâmes 

3 
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qui doit 89 trouver à la foi^dbpisces deux plans | 

ne sera autre cho9e que Içur imersection même. 

83. On voit que les équations précédentes nous 
fournissent ces deux conséquences , qu'on peut 
énoncer ainsi , conformément à l'usage : 

La somme des momens de tant de forces pa* 
rallèles que Pon awudra^par rapport à un plan 
quelconque parallèle à leurs directions > est 
égale au moment de leut^ résultante. 

Et la distance de la résultante à ce pteni est 
égale à la somme des momens desjbrcesy divisée 
par la somme de toiaes hsjbrces. 

Corollaire II. 

Du centre des Forces parallèles. 

84« Puisque -le centre des forces parallèles est 
situé sur la direction de la résultante y il est clair 
que la distance de ce centre à un plan quel- 
conque parallèle aux forces , se trouvera comme 
la distance de la résultante à ce plan y c'est-à- 
dire, en divisant la somme des momens, par rap- 
port au plan ^ par la somme de toutes les Ibrees. 

Si Ton veut avoir ensuite la distance de €% 
iientre à un .plan quelconque, on concevra q^ue 
les forces, sans changer dte grandeurs, sams ees9tr 
d*étre pratàllèles et de passer aux mêmes poiiHs , 
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soient tournées toutes parallèlement ^ ce nou- 
veau plan ; et l'on aura pour cette seconde dis- 
tance la somme des nouveaux momens divisée 
par la somme de toutes les forces. 

On fera la même opération pour un troisième 
plan , et si l'on mène alors aux trois distances 
trouvées , trois plans respectivement parallèles 
aux trois premiers, le centre des forces devant 
se trouver à la fois dans ces trois plans ^ sera 
déterminé par leur iptersection. 

85. Si toutes les forces étaient égales et de 
même sens , l'expr^sion 

Pa:+Px'-4-F'a:''4-etâ 



P4-F-t-P'^etc. 



qui donne la distance du centre à un plan 
quelconque, deviendrait: 

Par -h Pa:'-f-Par''-h etc. x-^-x^-^-xf'-^ etc. 

•*"* 'f I * *^*- ■■.■■. , 

'"'"'" etc. » n 

n étant le nombre des forces parallèles. 

Ainsi la distance du centre au plan serait égale 
à la somme des distances de tous les points d'ap- 
plication, divisée par leur nombre; ou, si Von 
veut, égale à la moyenne distance de tous les 
points d'application. D'où Ton voit que dans le 
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cas où les forces sont égales^ le centre des forcer 
est un point dont la position ne dépend plu» 
que de la figure formée par les points d'appli- 
cation. 

I I L 

De Féguilfbre des Forces qui agissent dans 
un même plan suivant des directions 
quelconques • 

. 3i. 86. Soient P', P', F'% etc. les diflférentes 
forces situées d'une manière quelconque dana 
un même plan. D'un point quelconque A pris 
dans ce plan, abaissons sur leurs direct )o« s res- 
pectivesdes perpendiculaires AB, A C, A D, etc. 
qui les rencontrent en B, C,D^ etc. ; et nommons 
j/ ^p** y p"^ y etc. ces perpendiculaires. 

Il est clair que la force P' pourra se décom- 
poser en une autre égaie parallèle et de même 
sens appliquée en A, et en un couple dont 
l'énergie sera P' x A B, ou P p. De même la force 
P'' se décomposera en une autre égale et paral- 
lèle et de mênie sens appliquée en A, et en un 
couple dont l'énergie sera F' x B C , ou V*'p' ; 
et ainsi de suite pour toutes les autres forces 
P'^ etc: 

Or, pour qu'il y ait équilibre j il faut que 
la résultante de toutes les forces appliquées eu 
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A soît nulle d'elle-même , et que Ténergie résul- 
tante de toutes les énergies Py , P^y, V'*p'^ etc. 
soit aussi nulle d'elle-même. 

Celte dernière condition est très - facile à 
exprimer ^ car tous les couples étant dans un 
même plan 9 Ténergie résultante est égale à la 
somme des énergies composantes , et l'on a sur- 
le-champ : 

Fp' 4- F^ f + Y'^f 4- etc. = o 

Pour exprimer l'autre condition , imaginons 
qu'on décompose les forces P', P" ^ P"' , etc. ap- 
pliquées en A , chacune en deux autres suivant 
deux lignes quelconques AX, A Y qui se coupent 
en A dans le plan des forces. Nommons X^ et 
Y' les deux composantes de P' suivant les axes- 
respectifs AX, A Y; de même, X**, Y"; X'", 
Y'"; etc. les composantes analogues des autres 
forces P",P", etc. suivant les mêmes axes. Toutes 
les forces X',X"^ X'", etc. , étant dans une même 
droite A X , se composeront en une seule X = 
X' -+- X"-f- X" H- etc. ; de même les forces Y , 
Y", Y'", etc. se composeront en une seule Y = 
Y' -f- Y" -f- Y'" -h etc. , et ces deux résultantes 
partielles se composeront en un seule R qui sera 
la résultante générale. 11 faudra donc pour l'é- 
quilibre qu'on ait R==:o. Mais les deux forces 
X et Y agissant suivant deux lignes qui se 
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coupent 9 ne peuvent donner une résultame 
nulle, à moins qu'elles ne soient nulle» elle»- 
mémes chacune en particulier (37). Et par con- 
séquent la condition R =0 exige ces deux 
équations X = o, Y = o, c'est-à-dire : . 

X' + X"-f.X'" + etc- = o 

Y'^.Y''+Y" + etc. = o. 

Les forces F, P", P"% etc. appliquées au 
point A étant parfaitement égales et parallèle» 
aux forces primitives appliquées dans le 
plan, il est clair que les composantes X', Y*; 
X", Y"; X"'y Y"; etc. sont, pour la quantité , 
parfaitement les mêmes que si Ton avait dé- 
composé les forces primitives F, P", P''', etc., 
chacune en son lieu. Et par conséquent les con- 
ditions de l'équilibre entre tant de forces que 
l'on voudra situées dans un même plan , sont : 

i<>. Que la somme des forces décomposées 
parallèlement à deux axes qui se coupent dansi 
le plan j soit nulle par rapport à chacun de ces 
axes^ 

20. Que la somme des momens des forces 
par rapport à un point quelconque du plan , 
soit nulle d'elle-même. 

87. Si l'on trouvait que la dernière condition 
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a lieu par rapport à nu certain point connu ^ et 
que les deux autres ont aussi par rapport aux 
directions de deux axes connus qu'on peut tou- 
jours supposer menés parce^point^ il y aurait 
équilibre dans le système; et^ puisqu'il y aurait 
équilibre y les mêmes conditions auraient lieu 
par rapport à tous les points et à tous les axes 
possibles^ pris dans le plan des forces. 

Corollaire. 

88. Les forces F, P", P"' , etc. étant en équi«» 
libre, Tunè déciles, la force P', par exemple 5 est 
égale et directement opposée à la résultante 
de toutes les autres : donc , puisque l'on a 
l'équation ^ 

Yp' ^. "py +P'y + etc. == o , 

ou bien , 

— P>' ^ P'>'' ^-F'' f' -h etc. 

On peut dire : que le niQnaeftt de la résul- 
tante y par rapport à un point quelconque du 
plan des forces y est égal k la somme des mo- 
nuena des composantes p^ rapport au même 
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jMBt. Ce qui donne le Thëorème connu dé» 



S le point > par rapport auquel on prend les 
momens, et qu'on nomme ordinairement le 
centre des momens , tombait sur la direction 
même de la résultante — 1^', la perpendiculaire 

//serait nulle, par conséquent le moment — Vp 

serait nul aussi , et Fou aurait : 

o = P V + P' V + «^<^- 

Ce qui nous fait voir que^ par rapport àutt 
point quelconque de la direction de la résul- 
tante , la somme des momens de tant de forces 
que Ton voudra situées dans un même plan, est 
toujours égale à zéro. 

Remarque^ 

89. Dans réquation 

Fp' -hPV" -f-P">"-+-etc.=o 



qui exprime la seconde condition générale de 
ré(|uifibre)il faudra distinguer les momens des 
coïKpIes qui agissent dans un sens , d'avec les 
mQi»««» de ceux qui agissent dans le sens con« 
U'aire^ > ei leur donner des signes différens. , 
Mûis^ potftr plus de cl/irté et de précision, nous 
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allons reproduire cette équation 60us une autre 
forme. • 

"^ .Manière plus simple de présenter les condi-- 

tions précédentes. 

I 90. Soient B% B'' , B" ^ etc. les points où les 
forces P' , F' , V' , etc. sont immédiatement Fig» Sa, 
appliquées dans le plan. Soient xf et y les deux 
coordonnées A G'' et G' B' du point B',par rap- 
port aux deux axes quelconques A X , A Y; x ' 
et j^' les deux ordonnées analogues dupointB^% 
et ainsi de suite. Supposons que l'on décompose 
d'srbord toutes les forces F, P'% P''% etc. pa- 
rallèlement aux deux axes A X , A Y : et , nom- 
mant^ comme plus haut ^ X' et Y^ les deux 
composantes de F; X'' et Y" les deux compo- 
santes de P", etc. , ne considérons plus, au 
lieu des forces données P, P'', F" , etc. , que 
les deux groupes X', X", X"', etc. ; Y', Y" , 
Y'^Setc. 

D'abord les forces parallèles X', X", X'" , etc. 
étant transportées parallèlement à elles-mêmes 
dans Taxe A X, s'y composeront en une seule 
légale à leur somme. Les forces parallèles Y' 9 
Y", Y'", etc. étant transportées de même dans 
l'axe A Y , s'y composeront aussi en une seule 
égale à leur sommes 
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des ordonnées y aient le même signe que le$ 
forces du second qui tirent au-dessous de Taxe 
des abscisses. Donc, si Ton regarde les premières 
comme positives, on regardera aussi les secondes 
comme positives. Et de cette manière, tous les 
momens écrits sous le même signe dans Féqua- 
lion précédente , prendront des signes relatiâ 
aux sens des couples. 

91. Mais, si dans le premier groupe X% X'', 
X'", etc. regardant toujours comme positive» 
les forces qui tirent à droite de Taxe des ordon- 
nées , ou qui tendent à augmenter les abscisses 
de leurs points d'application , on voulait aussi ^ 
dans le second groupe Y% Y'', Y'^', etc. , re- 
garder comme positives celles qui tirent au- 
dessus de l'axe des abscisses , ou qui tendent à 
augmenter les ordonnées de leurs points d'ap^- 
plication ; il faudrait alors donner un signe 
contraire à toute la partie des momens relatifs 
il ce groupe. Et Téquation précédente se mettrait 
^ous cette forme : 

^ Xy-hXY'H-etc— Y'x'— y^o:''— etc.=o. 

Nous retiendrons désormais cett« expression 
de préférence à la première. Dans les deux 
groupes , lf*s forces positives seront celles qui 

tendent 
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tendent à augmenter les coordonnées de leurs 
]^oin ts d'application, et les forces négatives, cèUes 
«}ui tendent à diminuer les mêmes coordonnées» 

Corollaire^ 

Ç2. Si les deux Mes À X, A Y étaient k^îg* S3- 
angle droit > les abscisses et les ordonnées elles-^ 
mêmes deviendraient les bras de levier deà 
' couples y et les momens X'j^ etc. Y' ac^ etc. don»- 
jieraieni la mesure absolue de leurs énergies. 
De plus y en nommant J l'iangle que fait la di-* 
rectîon de la force P' avec l'axe'des abscisses^ où 
aurait pour la composante X' parallèle à cet axe^ 
P' cos.«» On aurait pour Tautre composante Y' ^ 
P' sin.a'- 

En nommant de même &!' fàngle de là direc-* 
tion de la force P'' avec l'axe des abscisses , oïl 
aurait :X''=P" cos.J' , Y'' = F'sin.ct"; et ainsi 
de suite } et les équations précédentes devietiv 
draient i 

P' cos.a' + P" COS.(«"+ F" ços.«'"+etc. t=: o 

V sm.«'+l^"sln.«''-f-P"' sin.«"'H-etc.= o 

V (/ COS.*'— rK'sin.*' )+P"(/'cos.d"— x" sm.a") 
-+-F"(y"cos.«"'— îc"' siû.*'" ) ■+- etc.==o. 

Dans ces équatioas, on n'aurait pas besoin de 

G 
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faire attention aux signes dès forces ^ mais sen^ 
lement à ceux des abscisses et des ordonnées. 
On regarderait toutes les forces F , P", P'"... 
comme essentiellement positives : les signes des 
sînus et des| cosinus donneraient les signes re- 
latifs des composantelsP' cos.«' etc. y P sm.a! etc. , 
comme cela est facile à observer y si l'on veut 
se donner la peine de faire parcourir une cir-*- 
conférence entière à la direction d'une force 
telle que P' , autour de son point d'application B'. 
C'est de cette manière que l'on donne ordi- 
nairement les équations de l'équilibre pour des 
forces quelconques situées dans un même plan« 
Ces équations renferiùent sous l'expression la 
plus simple , les premières données de la ques- 
, tion^ savoir : les quantités des forces, leurs di- 
rections y par les angles qu'elles font avec une 
droite fixe de position y et leurs points immé- 
diats d'application, par leurs coordonnées rec- 
tangles. Nous aurions donc pu les présenter les 
premières , et même nous abstenir de consi- 
dérer les autres par rapport à des axes obliques ; 
mais comme on les démontre quelquefois par 
cette considération que les deux groupes de 
forces sont rectangulaires entr eux, nous avons 
été bien aise de faire voir qu elles ne sont qu'un 
cas particulier de celles qu'on trouve par rap- 
port a des axes obliques quelconques y et qua 



la rectangularité dçs forcea n'y eatre poUr rwtu 
Nous reviendi'ons encore sur cette ren^arque^ 

Corollaire. 

93. SupposoîTB qu^il n'y ait point équilibre 
' tntre les forces P' , P" , P"% etc. ; et soit — R la 
force capable de leur faire équilibre, et par 
conséquent 9 R leur résultante» 

Alors les trois équations, trouvées ci*<le8tU3 
auront lieu en y introduisant la foYce — rR. - 

Soit donc « l'angle que fait la direction de 
cette force avec Taxe des abscisses : x et y les 
deux coordonnées d'un point quelconque d« 
cette direction. 

En faisant pour abréger : 

P' cos.«'-hP"cos.«"-i- P'" cos.«"' -H etc.=X, 
V sin.«' H-P" sin.«"-|-P"' sln^"'-Hetc. = Y, ' 



et, P'(/co8.«'-^'sin V) ^-P"(/'cos.«;'-a:"si^.«") 
-t-P"'( /" C08.«"'— x'" sin.) .+ etc. = G ; 

1 

On aura d'abord; 

X — Rcos.i«.==o,Y*— Rsin. «s=o 



d'où l'on tirera^ eu observant que 8iu«^« 
cos.^ « ss i r 



VX^ + Y^ VX^4-YS- 

ce qui fera connaître la quantité de la résul- 
tante y et Tangle « que sa direction fait ayec 
l'axe des abscisses. 
On aura ensuite : 

G — R (t* cos.« — jc sin.a ) =3 o , 

6u bien ^ en mettant pour R cos. « et R sin. «^ 
leurs valeurs X et Y , 

G — Xj + Yx=2 0. 

Gomme on n'a qu'une équation pour déter- 
miner les deux coordonnées x et ^ , on sera 
maître de prendre l'une ou l'autre à volonté. 
Supposant^ par exemple 9 ocz=i o^ auquel cas 
on demande l'ordonnée y de la résultante à 
Ji'origine y on aura : 

_ G 

Si Ton suppose^ =0, auquel^ cas oa 



^li€»*c1ié la distance oc du point où la direction 
de la résidtante coupe Taxe des abscisses > ou 
aura : 



On aura donc tout. ce qu'il faudra pour 
terminer la quantité et la position de la résul^ 
tante de tant de forces que l'on, voudra situéeii 
dans un même plan. . 

Si l'on n'a trouvé qu'une seule équation pour 
les deux coordonnées a: et/ du point d'rappli- 
c^tion de la résultante y c'est que , cette résul- 
tante pouvant être appliquée à l'un quelconque 
des points de sa direction ^ il est impossible 
que le calcul donne l'un de ces points plutôt^ 
que l'autre. Il ne peut donc donner que leur 
lieu géométrique ; et l'équation précédente 

G ■— X j^ -4- Y X = a , 

est ) à proprement ps^rlér ^ ^ l'équation de la 
direction de la résultante*. 

Remarque^ 

94« Dans les trois questions I^ II ^ III ^ quei 
sous venons de traiter ci-dessu» 9 toutes' }es 
finrcea étant ramenées à ^ une seule R et à u^. 

m * 

3 
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âenl couple (S, -^S"),* il y aura toujours une ' 
^ésrdtàute uuique y Â-la fe»f <36 R Wesl pas nulles 
Car, la force R et le couple ( S^ — S ) seront 
toujours dans un mêib^ plan ou dans des plans 
parallèles, et par coMequént . se tsomposeront 
toujours en une seule force. Ainsi , la seule 
eôinliiioi:^ aëoessaire poar' que de^ forces pa- 
rallèles, ou des forces: situées dons, un même 
|>lan aie^t une résultante unique , est que la xér 
sultante de ces forces transportées parallèlement 
à eUes^mÔDaes en un poînf quelconque^ ne foit 
pas nulle. - '■ 

Si cette résultante est nulle , alors toutes' lè^ 
forces du système seroirrt ramenées à un cotiple 
dont on connaîtra le plan et réhergie, et Fou ne 
pourra leur Êiire équilibre qn*au moyen êPtxÉlt 
couple équivalent et de sens inVersè, situe danrf 
le même plan où datts tout autre plan ^arallêléJ 

Passons maintenant au çaA le plus généraL 



.''■• [.. . .: ■• ..• ■•: . J 



« • # 



Des conditions de Péquilibr^ entre tant de 
forces que Von (vaujdreiy dirigées d'une ma^ 
nière quelconque dans Pespace. 

Fig. 34. $5. SoiiNT F,FS F<*, etc. les différente* 
fovcei. ^D'nh jbiat Aiipvis «rhitrairèmeiit dans 
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Tespace^ menons trois axes quelconques^ AXy 
A Y^ AZ, qui ne soient pas dans tm même 
plan y et décomposons chaque force ep trois 
autres respectivement parallèles à ces axes- 

Nommons X', Y', Z', les trois composante^ 
de P'; X", Y", Z",Ies trois composantes de F', 
et ainsi de suite. Nous aurons alors , au lieu 
des forces VyV j P", etc. appliquées au|sys- 
tèmé , trois groupes dé forces parallèles : le 
premier , composé des forces X', X" , X'" / etc. 
iwnrallèles à l'axe AX; le second, composé des 
forces Y', Y", Y'", etc. parallèles à Taxe A Y'j 
et le troisième, composé des forces Z', Z", 
Z"' , etc. parallèles à l'axe A Z. 

Cela posé : si Ton transporte toutes ces forces 
parallèlement à elles-mêmes au point A , celles 
du premier groupe iront se réunir dans l'axe 
A X, ^t s'y composeront en une seule X ég^leh 
leur somme; celles du, second iront de piéme 
se réunir dans l'axe A Y , et s'y çomposej-ônt 
en une Y égale à l^ur somme ; enfin celles dyi 
troisième se réuniront dans l'axe A Z , et s'y 
composeront en .^rie.. seule Z» égale à leur 
sommé. Maintenant ces trois résultantes par^ 
ùelles X, Y, Z se composeront en une seule R 
appliquée eii A,et représentée par là diagôûale 
du paralléliipipède construit sur les trois ligne» 
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qui représenteraient ces forces en grandeurs et 
en directions. 

' . Or, par la première condition générale de 
l'équilibre , il faut que cette résultante soit 
pi^Jled'çUe-méme. Mais les trois forces X, Y, Z, 
agissant suivant des lignes qui ne sont pas dans 
un même. plan 9 ne. peuvent jamais donner une 
résultante nulle I à m^oins. qu'elles ne soient 
pulles:^ chacune en particulier ( 42 ); et par 
conséquent la condition R = o, exige ces trois 
équations particulier es, X =? o, Y =;= o, Zi sss Oj 

X' + X" + X'"4-etc. = o, ^ 

Y' + Y" + Y'"+etc. — o, /. ' 

Z-' -h Z"-\- V" -h etc. =;= Q. ,' 

<5é qui /nous apprend que pour Téquilibre 
de' tarit de forces que Ton voudra , appliquées 

' d'tïne 'manière quelconque à un corps ou sys^ 

'tème dè'^gùrë invariable, il faut d'abord ces 
trofe conditions paniculiietVs : que la somme 
de^ forcés décorhposées' parallèkmeht à trois 

^^àxes quelconques ^ soit nulle par rapport à 

^chacun de ces axes, * 
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Par la seconde condition généràlç de l'équi- 
libre , il feut qi;iç rénergîe résulunte -de toutips 
les énergies des couples formés par les Ibrcea 
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Si Tégard* du point A, soit aussi nulle d'elle-» « 
nié me. Développons maintenant cette seconde 
condition. 

Soit B' le point d'application delà force P', 
et par conséquent le point d'applics^tion des 
tft)iscottSposantesX^> Y', Z^j Nommons 0/^/^,0:', , 
ses trois coordoiMées A C , C H , H B% par rap : 
port aux trois axés AX,AY, AZ. Nommons 
de méme,^ ^\ y" y^' y les trois coordonnées du . 
point d'application B" des' trois composantes 
X", Y", Z" j et ainsi de suite. 

Considérant d'abord le groupe des forcer 
Zi', TJ'y Tj"' y etc. je remarque que la force ZV 
appliquée enB', a produit un couple (Z', — Z') 
appliqué sur A B' , ou bien ( en concevant la 
force Z' applicjuée au point H où sa direction 
rencontre le plan Y A X ) a produit un couplé 
(' Z', — TJ ) appliqué sur la diagonale AH d'ua. 
parallélogramme A C H D^ dont les deux çôtéé 
AG9 AD. sont égaux aux coordonnées a/et^. 
Or y ce couple peut se décomposer en deux 
autres composés de forces égales et parallèles 
aux premières 9 mais appliqués sur les deux 
cotés AC, AD oua/,^^ dans les plans res-* 
pectifs XA Z , Y A Z ( 58). 

Si l'on fait la même décomposition de tous 
•le« couples provenans du groupe Z', Z", Z'" , etc« 
dans les 4^ux plans parallèlej» à ce groupe ; ^t les 
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décompositions semblables de tous ceux qui 
proviennent dee» deux autres groupes, par rapport 
aux deux plans analogues ; il est manifeste quQ 
toutes les éneirgieâ du. système seront réduites à 
d'autres situées daa^ les trois plans coordonnés. 
Or, d^ns chaq^^plan, les énergies se rédui* 
ront à une seule ;égale à leur somme. Ces trois 
énergies résultan|;e^ parxielles se composeront en 
une seule qui sera Ténei^gie résultante générale^ 
et qui devra être nulle pour l'équilibre* Mai^ 
ces trois énergies étant situées dans trois plans 
qui forment un angle solide, ne peuvent jaŒiais 
dpnner une énergie résultante nulle/ à moins 
^'elles ne soient nulles chacune en particu'* 
lipr ( 65 )• Donc , pour chacun des trois plans j 
1^ somme des momens des couples doit êtr^ 
nulle d'elle-même.; ' 

. Mais , dans le plap Y A Z, on trouvera d'â]>or(i 
les couples 

(Z',-Z'),(Z",-Z"),(Z"',— Z'"),étc., 
appliqués sur lés lignes respectives 

ensuite , les coùplçs . ... 

(Y',-Y'), ( Y",lTr), ( Y'", -.T"),«tc.^ 

appiiqués^sui: les lignes^ res{>ective& 

■J y y , js"' ^ etc. : 

El coibmè Taxe 'À Y fait avec les directions 
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#6S forces %'y 7J\ 7J" , etc. des angles égaux 
entr^em 0t à ceux que forme l'çixe A Z» avec les- 
directipi^s des forças Y% Y''! Yf", elc, ou pourra 
preudrelesproduiis Zy,çtc* Y'/> etc. pour 
mq^ni^ens y dans la mesure relative des énergies. 
de» :cpupies. situés daus. le p,lan Y A Zi. Donc > 
puisque leur somme doit être nulle, qu' 
^ura(9i). 

YVH-Y"a"+etc.'— Zy— Zy— etc. == o 



• . ■ • • • 

r on trouvera de n>eme pour les deux autres plans : 

• ■ • • • • • 

Z'a:'-l^Z"i"+et<;.— XV— X'V'~etc.=;:a 
•.XyH-Xy'-f:etc.^ YV— y««" — etc. = o 

« 

ce qui nous fait voir que pour l'équilibre du 
système , outre les trois équations trouvées ci- 
dessus .^ il nous enfant encore trois autres qui 
expriment, que la somme des produits des corn,-- 
-posantes parallèles au plan de deux axes, par 
leurs coordonnées relatives au troisième axe , 
doit être nulle d^elle'-niérne pour chacun des 
trois plans. 

* ■ * ■ 

■ f 

■ t 

96. Dans les équations précédentes on pren- 
dra les' 'signes des icoordôutiéèi>/comme eb 
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Géométrie; positives dans un même'coid 
X A Y Z y et négatives dans le coin' ôppc^* 

Parmi les forces , on regardera dans chaque 
groupe , comme positives celles qui tendent à' 
augmenter les coordonnées de leurs poiiitsd'ap» 
plication ; comme négatives^ celles qtd téndeiil 
à les diminuer. 

Remarque» 

97* Si l'on trouvait que les six'équatîons pré- 
cédentes ont lieu par rapport à trois axés par4" 
ticuliers non situés dans le même plân^ il j 
aurait équilibre dans le système -j et par ton-' 
séqueiit^ les toêmes équations auraient lieu par' 
rapport à tous les axes possibles» • 



Corollaire- 



r '■- 



98. Si les trois axes ÀX,AY, AZ, étaient 
rectangulaires en tr'eùx , les coordonnées de- 
viendraient les bras de levier des couples , et 
les produits Z' /, Y' oc' yX' z' , etc. etc.. les 
expressions àbsoltieis'de leurs énergies. 

■ • . « 

De plus, en nommant «S /*', O'S les trois an- 
gles que la direction de la force P' fait avec lea 
trois axes respeaifs A X ^ A Y >, A Z , ou plutôt 
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iuyec trois parallèles à ces axes^ on aurait pour 
• les trois composantes de P' ( 45 ) : 

X'ssF co8«' , Y'= F COS.)»', Z'= F co8 V ; 

En nommant de même et'', 13", >", etc. les 
. angles analogues des directions des forcesP", etc. 
.avec les mêmes axes « on aurait : ^ 

X"— F'cos^",Y"— P"cos.i9", Z"— P"cos.3,", etc. 

[ ' et les écpiations précédentes deviealfc'aient : 

• F C08 V + F' co8.«" 4- F" cos.«"' + etc. = o , 
P' COS.JÏ -t-,F' cos./a" + P'" cos.|8"' + etc. = o , 
F cos>' -hF'cos.y"+F" cos.y"-h etc. = o , 

F(/ cos.i8'— /cos.>') -h P"(a" COS.J8" — /' COS./) 
4-F"( «"' COS./"— y"cos.y")-hetc.=o. 



[ F(x'cos.>'— a'cos.*') -h F'(a/'cosy — a"cos.«") 
-i-F" (a/" COS./— z"' cos.«"') +etc.=:o , 

' F(/eos.«'— a/cos-H') -+'P"(r"cos.«"— a/'cos.j8") 
-hF"(/''cos.«"'-a/" C0S./8'" )H-etc.=o. 

99. C'est SOUS cette forme que l'on. présente 
ordinairement les six équations de l'équilibre. 
filles Tenferment d'une manière très « simple 



équations de l'équilibre une forme j^liis simple / 
en y introduisant 5 à la place des coordonnées 

■ des points. d^application^ les plus courtes dis-» 
tances des directions des forces aux trois axes 
rectangulaires. 

• £n effet ^ dans la première équation ^ à la 
place du terme P' ( ;/ cos./3^ — y cos^y' ) ^ qui 
exprime la somme des momens des deux forces 
P' cos.jS' , P' cos V , par rapport au point où 
leur plan irait couper Taxe des oc y on peut en 
substituer un autre qui exprime le moment de 
leur résultante par rapport au même point (88)« 
Les deux forces P' cos.jS' , P' cos.>' , étant 

, xectangulaires entr'elles , le carré de leur 
résultante est P'* cos-^jaV-H P'* cos.V > ou 
P'* ( co&^iô' H- COS. V ) > ou bien, à cause de 
COS. V-f- cos/j8',4- cos^y'= i ,P'^ ( 1 — COS.'»'), 
c'est-à-dire, P^ sin.*«. 

La résultante est donc P' sin V. La distance 
de cette résultante à Taxe des x étant nommée- 
f/y on aura pour son moment P' p' sin.ce' y qui 
remplace le terme P' ( js' cos.fè! — y cos.y' ) j on 
aura de même V p^' sin.a' , etc. à la place dei 
termes suivans de la première équation, en 
désignant par ^", etc. les distances respective* 
des résultantes analogues à la première^ par 
rapport à l'axe des x. 

La 
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. Là première . équation sera donc mise sous 
cette forijne : 

F;^'sitiV+F>*'sin.«^^F'>'''5in.«''^+étd. = 

Oi* il est visible que // , p'' , p^'^ , etc. ne àoilt 
autre chose qiie les plus courtes distàncéâ dé^ 
forces P', P'', P'"> etc. à Taxe des à:; tiàtï^ 
force P' sin» a! , qui est située dans un plan per*' 
pendiculaire h cet ate ^ etatit composée avec la 
force P' <5os.a' perpendiculaire att méttié plan , 
détruit dontier pour résultante la force P' qui 
est dans l'espace. La force P', sin. Jy ii*élt doué 
autre chose que la projection de la force P'sur uil 
plan perpendiculaire à Faite des te ; et par cônsé* 
quent la plus courte distance j?' de cette projec-^ 
tion à Taxe des a:> n'est autre chose que la plu» 
courte -distance de la force P' au ibéme axe. 

Si Ton désigne par ^, ^'^ ^", etc. j et paf 
r^, r'y r^''j etc. les plusr courtes distanbés déi 
forces P' , P" , P'" / etc. aux axes respectifs 
des^ et des z 9 on trouvera de même p^ur les 
deiUL .autres équation^ : . . /: 

F /•sino''r+- F' f" sin./ h-FV" sijt.y"'-^tc==^ . 

ICI.' Là projection d'une force sur un plan^ 

ipuhipliée par sa distance à un axe perpendi- 

H 



culaire au plan , est ce que l'on nomme ordi- 
nairement le moment de la force par rapport 
à Taxe ; et de cette manière on énonce ainsi 
les trois équations précédentes de l'équilibre. 

La somme desmomens des forets dcit être 
nulle par rapport a chacun des trois aùces ^ 
dans le cas de Péquilibre. 

Corollaire. 

10:2. Si y dans les six équations de l'éqiû-^ 
libre^ on veut supposer que les forces P',P", P"', 
etc. s^t toutes parallèles y ou toutes situées 
dans un même plan^ etc. etc. ^ et qu'on mette à la 
place des coordonnées ^cfyj^y J y etc. y et des 
angles J y f! yy^ y etc. , les valeurs qui conviens 
nent à ces suppositions y on retombera sur 1q9 
équations d'équilibre précédemment trouvées 
.pour ces différens; cas >. et l'on en tirerft les 
mêmes conséquences. 

io3. Si l'on suppose que Ie$ directions des 
forces* P', V" y P", etc. concourent toutes au 
même point y et qu'on ait pris ce point {ft>ù^ 
l'origine des coordonnées y les cosinus des an- 
jgles J yflyy^y etc. seront proportionnels aux 
coordf muées respectives, o^ y y' y J y etc.- des 
points d'application ; de sorte que l'oli aura t 

sd '.y : : cos.«' : cos.pl y ad i;/ :i cos.J lao^yfy etc. 



Ott C05. tl y C08, ]B' a/ = Ô^ ' 

cos, >' a/ — COS. ce' £ z=:o^ etc. 



c 



Les trois dernières équations de l'équilibre 
disparaîtront donc d'elles-mêmes; et Ton 
4pi-aura plu^^Ue les îtrois tp^einières > qui nqu^ 
font voir que pour l'équilibre d'un ppint U^ç 
^^oilicîté par tant dé forces que Ton vpudr^ dçiné 
l'espace ) il est nécessaire et il suffit que la 
somme des forces ; id^eon^p^éet suivant trois 
axes passant par ce ppint^^ soit nulle p^r .rap- 
port à chacun de ces axes; et c est ce que l'on 
'i^ Vaît ' d'ailleurs - hnmëdia témen t. 

Cùrollaire \1* 

Aechércj^é de la résultante de toutes 
les forces P', F%P'", etc. 9. lor^ue tes forces 
ne sont^ pas erï équilibre ^ et qu^ elles sont 
susceptibles de se réduire à un£ seule» 

1 04» Supposons qu'il n*y ait point équilibre 
^l^e les forces P-^ P" y P'", etc. ; et soit> s*il 
pff, i^o^il^lp 5 la force r^l^. capable de leui^ fairt 
^uUibre , et par conséqu^t Jl Isur lrésultante« 
^^Les 9ÔX équations j^récédentes devront ftvoir 
lieu' en y faisant entrer la. force — R. 

Soient donc a^fLyyy les trois angles que form4^ 
laiiUrection de la résultante avec les trois axes 
eocrdoimés. En faisant , pour abréger: 

2 



^ P' cos.«' + P" cos.«" -h F" oosV" 4- etc. «X 
F COS./3' -t- P" cos^B" -h P'" cos.|i"' + etc. = Y 
Fcos.>*-hP" cos./-hP"' cos.>"*4-eic. s= Z 

OUI aura d'abord ces tto^ équations : 

X — RcOS.rt==rO,Yr— RcOS.l8=0,Z — RC08.>=0, 

s, , - • 

d'où rôn tirera ( en observant que oos.^«<-f- 

C08.'J3-h COS. V t= 1 ) ^ 



pour la quantité de la résultante. On aura en?- 
suitè y pour les angles «, f^yy q^^ ^^ direction 
fait ayec les trois aies y 

X 



Càs.t 



V X- H- Y^ -h,2-S 
Y 



• i 






Cos.y s ■ 

VX*-+-Y*4-ZS~. 

Ëa second lieu , nommant o^^j^^ Jb» les troi^ 
coordonnées de l'un quelconque des points dé 
oette* direction , et faisant pour abréger : 

F(/ cos.|8'— / cos./) 4- P'' ( /' cos.ir'-;7^'cos-/^) 
•+.P"( ^'' cos.]»'^'-/'' COS./" )-t-etc. = L 

P V COS./ — z' c6s.»^)-f.P^'( a/' COS./'— jB^'cosui'') • 
H-F" ( < cos./:!~«"; cos V'' )-hetc. = M 
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F(/ cos-«'-^cos.^'>+.F' (/' cos.«'V:c"co^/2f') 



on aura : 



L — R { 2C0S.il — yr CO8. y ) =: o 
M — R ( or COS.V — z cos.« ) s= o 

<ia Bien : 

M. — ZxH-Xz=:o 
N — Xj--kYz = o 

Or , si Ton élimine , entre cea XfOÀ^ équa-« 
lions ^ deux des inconnues pc ^ y ^ Zj onarrii» 
vera à cette équation : 

XL + YM+ZN=aa 

qui ne contient plus d'inconnue , et qui ex** 
prime la relation qui doit avoir lieu entre les 
résultantes partielles ' X^ Y , Z , et les trois 
momens résultans partiels L^ M;^ N^ pour 
que les trois équations précédentes puissent 
iobsister à la fois y et par conséquent pour que 
' les forces du système puissent avoir une té* 
«ultante* 
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ï>'cos.«'4-P"cos.*" + 

Fcos.^'-hP"coM" 

Fcos.y-hP"cos.>" 

on aura d'abord ces \ 
X— Rcos.*=o,Y— Rv 



d'où l'on tirera ( en ' 

cos.*iB-t-cos.Vt= 1 ), 

R = \/lC 

pour la quantité de h 
suite , pour les angle^ 
fait avec les trois axe 

Cos.fle == — 



.-.2 1 lier , 

.:r*:e que 

iî poÎET 

. >•: inipoi- 

c«- .-*!* points 

.-::«: ionner 

> - I j équa- 

5^ :ue les 

.. . •-^;iîtante 

.a>t.-,'.:HUt l'une 

•..-.îT ifc^ssaire 

. ..•itr-ut-n: parler 

*.'»> .actitermi- 

oiies ioivent se 



Cos.j^ s= 
Cos.5^ == 

En second lieu , 
coordonnées de l'ui 
cette direction , et 

PX5'cos,e'— /coso' 

+P'"(^'"cos.0'"--/ 

P'.r'oos.î' — r'cos.a 
H-P"\ x' ' cos./:'_ 



. . '.oionté Tune de 
. :•. terminera alors 
. .ics 'jqudtions pré- 

: pie y j:^=o y auquel 
; Lî la direction de la 
: vertical Y A Z, on 
.ouuées de ce poiut : 

—M 
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appose y j'ssso , on aura 



— N L 



X=s -riTf Z 



sant zr=sOy on aura: 
M ~L 

'ù-dire , qu'en considérant le point oii 

lion de la résultante coupe le plan de 

: '..'S y les dislances respectives de ce point 

deux axes se trouvent en divisant les 

os respectives des momens des forces, par 

i t à ces axes 9 par la somme des forces es* 

•'S suivant le troisième. 

!L aura donc^ d'après ce que nous venons 

irc y tout ce qu'il faudra pour déterminer 

lantité de la résultante et sa position dans 

'ace y si toutes les forces appliquées au sys- 

i: sont susceptibles de se réduire à une seule ; 

-ela aura toujours, lieu y si l'équation de 

dîtion , XL-+- Y M-+-ZN =0 , est sati&^ 

e, pourvu que les trois résultantes X , Y , Z ^ 

soient pas nulles à la fois. Car si ces trois 

es sont nulles > il est clair que les forces 

, P", F'', etc. seroatrédaites aux trois cou* 
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lo5. Sx cette équation de condition a lieu ^ 
les valeurs dc^ trois coordonnées je ^ j* , is, se 
présenteront sous là forme de J , parce que 
la résultante pouvant être appliquée à tel point 
de sa direction qu'on le voudra^ il est impos-* 
sible que le calcul détermine l'un de ces points 
plutôt que tout autre. U ne peut donc donner 
que leur lieu géométrique , et les trois équa- 
tions précédentes ne sont autre chose que le» 
équations des trois projections de la résultante 
sur les plans coordoQués. Par conséquent Tune 
de ces équations est une suite nécessaire 
des deux autres, et l'on ti'a à proprement parler 
que deux équations entre les trois indétermi*- 
rxêes ce ^ y ^ z ; d*oii il suit qu elles doivent se 
présenter sous U forme de |, 

1 o6# On se donnera donc à volonté Tune de 
ces trois quantités , et I on déterminera alors 
les deux autres y au moyen des équations pré- 
cédentes. 

Si Ton.suppo&e y par exemple, a:=o , auquel 
cas on démandé le point où la direction de la 
résultante traverse le plan vertical Y A Z, on 
aura pour les deux coordonnées de ce point ; 
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i 
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Si Ton suppose y j ==e o , on aura : 



— N L 



Xs5= "rrr^ z 



Supposant j^esso^ on aura: 

M --L 

C'est-à-dire , qu'en considérant le point oii 
la direction de la résultante coupe le plan de 
deux axes ^ \e.% distances respèctiyes de ce point 
à ces deux axes se trouyènt en divisant les 
sommes respectives desmomensdesforces, par 
rapport à ces axes, par la somme des forces es- 
timées suivant le troisième. ^ 

On aura donc y d'après ce que nous venons 
de dire , tout ce qu'il faudra pour déterminer 
la quantité de la résultante et sa position dans 
l'espace y si toutes les forces appliquées au sys- 
tème sont susceptibles de se réduire à une seule; 
et cela aura toujours* lieu 5 si l'équation de 
condition , XL-+- Y M-4-ZN =0 , est satis^ 
faite, pourvu que les trois résultantes X , Y> Zr > 
ne soient pas nulles à la fois. Car si ces trois 
forces sont nulles, il est clair que les forces 
V y Vy V" ^ etc. seront réduites aux trois qûu* 
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pies représentés en éîiergies par L , M, JV } 
lesquels ne peuvent jamais se réduire qu'à un 
flutre couple. 

C'est ce que le calcul précédent nous indique- 
rait d'ailleurs ; car dans le cas de X =ç= o, Y =ç=o 
et Z = o , la résultapte R deviendrait nulle , 
et le poipt où sa direction doit rencontrer l'un 
quelconque des trois plans coordonnés^ serait , 
par les équations ci-dessus y à une distance 
infinie de l'origine rce qui foit voir qu'il n'y 
a plus alorsi de résultante unique, 

107. Mais d^ns tous les cas ^ om pourra rê^ 
.duire toutes les forces appliquées au système 
àune^eule passant par l'origine y et à un couple 
dont il §erft ftiçiïe de déterminer le plan et 
l'énergie, 

En eflfet , on aura pour la résultai^te R de$ 
forcç^ transportées à l'origine ; 

"il = vx- -^ Y^ + z- ; ■ ■■ ■ 

:6t pour les trois angles;*, fi^^yy que sa direo^ 
tion form^ avec les trois axes : 

X Y Z 

' &)S. CMS^, COS. jS ^^> COS. > =s — -. 

^ Eî* second lîeu.i L>:Mç, N, représentant 
i^^poçtivemoAt ^éaer^ea dea trois couples 
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'' résultatis 9 situés dans les trois plans. perpen* 
" diculairès^aux axes des x^jr yz; si l'on nomme 

G Ténergie du couple résultant , op aura pour 

sa quantité : 



Et pour les angles x, /*, y, qu'une pei^en- 
diculaire au plan de Ce couple , ou que Yaàce 
du couple > forme avec les trois axes respec- 
tifs des Xy y j z : : 

.^ - L M N 

IjOs. X ==-—-, fcos. /x ==-—--, cos, f =8 — ^ ; 

y ^ <> 

Remarque* 

V 

io8.,Si Ton voulait exprimer directement 
que toutes les forces P' , P" , P'" ^ etc. ont une 
résultante unique, diaprés ce que nous avbns 
vu dans le premier chapitre, n9. ( 71 ) , il fau^ 
drait exprimer que la résultante R et le couple 
résultant sont dans des plans parallèles, ou ^ 
.c^ qui est la même chose , que Vaxe du couple 
est perpendiculaire à la direction de la résul^ 
tante. 

Or, «, jS, >, étant les trois angles de la 
direction de la force R , avec les trois axes des 
^, J'y z}et X yfjby f y Ics duglcs aualogucs de 
XaQde du couple avec les^ trois, mêmes axes ^ 



\ 
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on sait par la géométrie ( * ) que ces deux 
droites seront rectangulaires dans Pespace y si 
4'on a : 

GoS.flt COSA-+-COS.ji ÇOS./A + cos.> cos.yss o 



I)onc, en mettant à la place des cosinus leurs 
Tàléurs trouvées ci-<iessus ^ et multipliant toute 
réqpiation par R G , on aura : 

XL+YM + ZN=o, 

comme nous l'avions trouvé plus haut. 

II faudrait exprimer ensuite que la force R 
' n^est pas nulle ; ce qui donne : 



inégalité qui exige simplement que les trois 
forces X, Y^ 7j, ne soient pas nulles à la fois. 
' Ainsi cies conditions que le calcul nous avait 
offertes dans la recherche de la résultante gé- 
nérale y ne Mai ayitre chose que Fexpression 
de celles que nous avions trouvées directement 
dans le premier chapitre , pour que des forces 
quelconques qui ne se font pas équilibre^ pùis-^ 
sent toujours se composer en une seule. 



(*) Voye» cî-aprc8 n**- 1 1 1 
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109^ Pour exprimer que des forces quelcou-- 
ques sont susceptibles de se réduire à une seule^ 
on a donné trois équations doubla somme com-^ 
pose Téquation précédente XXh-YM+ZN==o; 
mais ceâ trois équations sont à la fois insuffi- 
santes et trop nôoibrëuses ; elles peuvent avoir 
lieu' toutes trois' ^ sans qu'il y ait une résul- 
tante. unique , et il peut y avoir une résultante 
unique^ sans qu'elles aient lieu toutes trois ^ 
ni même aucune d'elles* 

Gela paraît assez clairement à l'inspection 
même de ces équations , comparées aux deux 
conditions générales que nous venons de doU" 
ner ; mais on peut encore s'en rendre compte 
en suivant le raisonnement d'après lequel on 
•les trouve , et en examinant ce qu'elles §i- 
^ifîent. 

En effet y après avoir réduit toutes les forcer 
appliquées au système à trois groupes de forces 
parallèles aux trois axes coordonnés > et ces 
trois groupes à trois résultantes partielles, pa- 
rallèles aux mêmes axeç, on suppose que ces 
trois. forces doivent se rencontrer ^u même 
point , pour qu elles puissent se composer en 
une seule; et pour cela , on exprime que les 
résultantes partielles prises deux à deux , sont 
Â égales dbtances du plan qui leur est parallèle ; 
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ce qui donne trois équations^ au moyen- des^ 
quelles les ' trois forces doivent en eflfet con- 
courir au même point , et par conséquent ée 
composer en une seule. 

Mais^ d'abord, on omet le cas ou les trois 
groupes ne pourraient pas. se réduire respec- 
tivement à de simples forces , mais se rédoi-» 
raient à des couples : alors les trois ré&ultanter. 
étant nulles et à des distances infinies des plaiis^ 
les trois équations de condition seraient satis- 
faites y et pourtant il n^y aurait pas de irésul- 
tante unique, mais bien up couple résultant*. 
Ainsi ces trois équations sont insuffisantes. 

D'un autre coté, elles exigent trop ; car , cu^ 
supposant que les trois groupes se réduisent, 
a trois simples forces, on voit qu'il n'est pas 
nécessaire pour qu'elles puissent se composer 
en une seule, qu'elles se rencontrent tontes 
trois en un même point : il suffirait simplement 
que deux d'en tr «lies se rencontrassent, et que 
la troisième allât reiicontrer quelque part la di- 
rection de leur résultante j m.iis cela même 
n'est pas nécessaire, et les trois. résultantes par* 
tîelles pourraient ne pas se rencontrer , c'est- 
à-dire , se trouver toutes trois dans des plans 
difFérens, et néanmoins se composer en une 
seule force. 

Car , soient trois forx^ês P, Q , R situées comme 



*fô voudra (kns l'espace. TransportÔDsPetQ pjH- 
rttUélemfOit à elles-mêmes eù^nn tnême point A 
dé la direction de la troisième force R. Les deul 
forces P et Q iront s'y composer en une seule V, 
et donneront deux couples qui ^composeront en 
un seul. Actuellem^tysi la résultante desdeul 
forces V et R appliquées çn;^ , se trouvait paral- 
lèle au plan de ce couple, les trois forces propor» 
ft^;serâîeniTéductiblé& à titïe seule (71). Or , 
sans changer ia direction-dé la force R , on peut> 
diâ{kiser du «eus et de là grandeur de cette force, 
de mafii^o qubh rèsult^n!cëd.e*y et R parcoure, 
autourdu point A,tout le pkn'de ces deux forces, 
et paraonséquent se tourne parallèlement au plan 
da couple. Donc ^ en prenant coi^yetiablémentla 
grandear-et le: sens de l'une des trois forces P , 
Q, R, sans rien changer ' à lëtir's positions ràuw 
tHêlles , on peut rendre ces trois forcés- néducr 
tibles^ une seule. ' 



« / « 



t ■ * - • ♦ 



JS.emat^u^* .^\ ; 

no< LoisQtrï Foti îË lë4 trôis^quationsL!ï±=o^ 
MsK'O V N =i^o , le mdtA^t Gt du couplé ré- 
sultant est nul, et les forces appliquées au 
système se réduisent à une seule R dont Ja 
direction passe par Forigine. 

Et Comme le moment G ne peut être nul & 
moins que les trois momensjrésulùns.paçd^s 
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mais ou d eTidémmént : 



"X ' ■ y où . 

— =& COS.« , -j-^ COSijB , — s== COS.j« 



• J d a 

et de méni^ j\ 

. X . Y . ^ • ■ ^ 

— sssa <}0S.^• — r=acOS.fty — =ïCOS,j^ 
D J> D . 

donc : 

Cos. 0=COS. «COS. X+COS.jSCOS^fl+COS. y COS. f^ 

Si l'on veut exprimer que les detix droites 
<Z et D sont rectangulaires entrellçs^ il faut 
poser COS. == o ^ et par conséquent : 

COS.« COS.X -^ éOS.jS C0S./bl -f- cos.x cos.r :=sO ^ 

ce que nous avions supposé aun^ io8* 

112. Actuellement changeons les lettres x, /û> y 
çn J yf! yy' y et considérons une force R dirigée 
smvant la première droite. Cette forcé estimée 
suivant la seconde ^ ou projetée sur elle 5 clon-^ 
nera pour sa projection que je nomme R' ; 
H' = R COS. 6 ^ et par conséquent ^ ' 

• r 

R' s= Rcos.ce côs. « +Rcos.j3 cos.j8'-hR Cos> cos.>'. 

^lais R cos.«^ R oQs-iii JR. cos.> expriment les 

trois 
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trois composantes de la force R suivant les trois 
axes; donc si l'on nomme X, Y, Z ces com- 
po$ances y on aura plus simplement , 

R' == X COS. a' + Y cosj ja' 4- Z COS. / 

Ce qui nous fait voir que pour estimer suivant 
une direction différente de la sienne > une 
force dont on connaît déjà les composantes 
suivant trois axes rectangulaires , on n^a qu^à 
prendre la somme de ces composantes multi^ 
pliées respectivement par les cosinus des angles 
qi^ elles forment avec la direction nouvelle^ C'est 
ainsi qu'en géométrie , pour projeter une ligne 
sur un axe quelconque, on peut d'abord projeter 
cette ligne sur trois axes rectangulaires ; pro- 
jeter ensuite ces trois projection^ sur Taxe 
donné , et ajouter ensemble ces projections de 
projections. 

11 3. Pareillement j si l'on considère un 
couple dont le moment soit représenté par une 
partie G prise sur son axe > et que CfB moment 
décomposé par rapport à trois axes rectangu- 
laires donne les momens respectifs L , M, N, 
on voit , comme ci-dessus , que pour estimer 
le moment G par, rapport à un axe nouveau, 
qui forme avec les trois premiers , des angles 

I 
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x', /*', /, iln*y a qu'à prendre la somme des 
momeiis xi'dmposans L , M , N multiplies par 
les cosinus respectifs de ces angles , de sorte 
qu'en nommant G'.la valeur relative du mo- 
ment G ^ on aura : 

G'=àL COS. x'-h M COS. /Ia' -+- N C08. / 

ccr qui donne le beau théorème dû à Ëuler , 
savoir : que la somme des momens de tant de 
forces que Von ^voudra par rapport à un axe 
quelconque , est égale aux sommes de leurs mo^ 
mens, par rapport à trois axes rectangulaires, 
multipliées respectivement par les cosinus des 
angles que^ces trois axes font avec le nouvel 
axe donné. ^ 

DES CONDITIONS DE l'eQUILIBRE 

; Lorsque le corps ou système sur 
lequel les force s agissent ^ n' est pas en*- 
tièrement libre dans F espace^ mais se 
trouve gêné par des obstacles. 

Nous allons examiner trois cas prrpcipaax 
ÀU'xquel's ^I est facile de raineâep tous les autres^ 
isomme on pourra le voir par la suite. 



- I. 

De t équilibre é^ûn corps qui n*a que lm^berf4 
de tourner en tous sùhsùùtàurd^uripoiritfixe- 

Les six équation^ de rëquilibrè d'un système 
libre sont^ comme nous Tavons trouvé ci-dessu$^ 

X=!0, Yssïd, Z=& 

L=09 M=:0^ N = o. 

11 4* Supposons maintenant qu'il y ait un 
point fixe dans le système , et qu'on Tait pris 
pour l'origine des coordonnées. Il est clair qu'il 
pourrait alors y avoir équilibre sans que ces 
six équations fussent satisfaites; car^ quoique 
le point fixe soit par lui-même incapable dé 
produire lé moindre effort ^ il peut néanmoins 
anéantir ceux des puissances dont la résultante 
irait y aboutir 9 et par là tenir lieu de noùveUes 
forcés dans le système. 

Mais 9 quelles que soient les forces dont un 
point fixe puisse tenir lieu par sa résistance^ il est 
bien manifeste qu'elles doivent toutes passer 
parce même point; que^ par conséquent ^ on 
peut toujours les y couQcvoir comme composées 
en un« seule ^ et imaginer ainsi à la place du 
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point fixe, une* force uniqrfe.r qui remplace sa 
résistance, et considérer alors le système comme 
parfèiitement libre dans l'espace. 

Les six équations précédentes devront donc 
avoir lieu si l'on y introduit la nouvelle force n 

Or cette force étant immédiatement appli- 
quée à Forigine, fournira trois nouvelles com- 
posantes X, Y , z, dans les trois axes , et ne 
fournira aucun couple nouveau dans les troi^ 
plans. Les six équations de l'équilibre seront 
donc : 

X + X5=:0', Y4-Y=0, Z + Z=:0 
L = 0, M=:: O, N=rO. 

^ 

Les trois résultantes partielles X, Y, Z, 
pourront donc avoir telles valeurs qu'on voudra. 
Car , en supposant la résistance du point fixe 
indéfinie dans tous les sens , les trois forces 
X, Y , z prendront telles valeurs et tels signes 
qu'on voudra, et js'égalant toujours, en quel- 
que sorte, aux trois forces contraires Y, X, Z 
appliquées au même point , rendront toujours 
les trois premières éqûatiOns satisfaites. 

. Mais il faudra que les trois momens résul- 
tans partiels L, M, N soient toujours nulg 
d'eux-mêmes , ce qui nous feit voir que pour 
f équilibre d'un corps qui nfa que la liberté de 



tourner autour d^un point fixe y il est nécesrr 
saif^, tt il suffit que la somme des, mpmens 
des forces par * rapport à trois axes rectan^ 
gubxires passant par ce. point y soit nulle 
d èlle'-jnêm.e pour chacun de ces <ixes. 

ri 5. Lorsque touteS'l^s forces appliquées au 
corps sont parallèles , on peut mener par le 
point fixe deux plans parallèles àleursdirections^ 
et décomposer tous les couples dans ces deux 
plans. Il sufEt donc alors pour l'équilibre du 
système , que la somme des momens soit nulle 
par rapport à deux axes perpendiculaires à ces 
plans. • « - - • 

Lorsque toutes les forces sont dans un même 
plan avec le point fixe , tous les couples formés 
à l'égard de ce point sont aussi dans ce plan; et 
il suf&t alors' que la somme- des momens soit 
nulle par rapport à un seul axe perpendiculaire 
à ce plan. 

Remarque;. 

• f 

116; Nous savons que les trois équations 
L===:o, M==o', N = o qui assurent,, dans 
le cas général, F équilibre du syslèmè/exprimeint 
d'une autre manière (110) que les forceâ ap- 
pliquées doivent avoir une résultante unique 
qui passe par le point fixe. JDonc si Ton avait 
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voulu partir de 6ette eonséqu^iice comme fn^ } 
cipe, e'esi-à-dire , regarder d'abord coipmijf 
évident que les forces appliquées ne peuvent S^ 
faire équilibré autour du point fixe, à moips 
qu'elles n'aient une résultante unique dirigée 
vers ce point , on en aurait conclu réciproque- 
ment que l'on doit avoir pour l'équilibre , les 
.trois équations L «=== o , M === o, N == Q î cç 
qui nous aurait conduits au même résultat. 

Coroîtaitt. 



De la pression exercée par lesjorces sut h 

point fixe. 

va ■ « • 

• « . 

117. Qt^otQtrc nouk ayons supposé le {KHlIt 
fixe susceptible d'une résistance indéfiniii .ei| 
'tous sens , cependant lorsque des forces donr 
nées se font actuellement équilibre autour de 
lui , il n'a besoin que d'une certaine résistance 
déterminée. Cette résistance actuelle , prise eii 
sens contraire, est ce que l'on nomme lapreS'^ 
sion qu'il éprouve de la part des forces du 
système. 

Ainsi,. pour calculer cette pression on n'aura 
qu'à déterminer la force — n Mais l'on a , par 



/ 
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les équdtiozrs ci^^dessus» ppur ses^ trois xompo--: 
santés — x , i— *y ^ — b cUns 1^ trois axes , , 

— xj=X, — ir?=Y, -^z = Z. 

D'où il suit que ia pression est égale à là 
résultante de toutes les forces du sxstème 
transportées parallèleinent à eiies-mémes au 
pointée. - ' 

Et cest ce qu'il était façife de reconnaître 
d'abord^ car le point fixe ne pouvant être pressé 
que par les forces qui s'y sont transportées pa- 
rallèlement à elles-mêmes ^ et par les couples 
qu'elles ont formés à l'égard de ce point , puis- 
que ces couples doivent être en équilibre d'eux* 
mêmes y c'est-à-dire, seraient en équilibre 
quand bien même le corps serait entièrement 
libre y il s'ensuit qu- ils ne peuvent nullement 
cbarger le point fixe y et que par conséquenf 
ce point n'est pressé que par h résultante des 
premières forées* 

■"■ÎL '■ •• 

De PéquiKbre et un corps qui n'a que la liberté ' 
de tourner autour de la ligne qui Joint déliai ' 
points Jixes^ , ^ 

118. Soient A et B les deux points fixes. '°' 
Prenons AB pour Tun des trois axes^^ pour 
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celui des abscisses , par exemple ; et le point 
Mxe A pour l'origine. 

Quelles que sotent les forces dont cliacun 
des points fixes puisse tenir lieu par sa résis- 
tance, on peut toujours les concevoir comme 
réduites à deux forces r et r' immédiatement 
appliquées à ces points, et sujbstituant ainsi, à 
la place des deux points A et B les deux forces 
respectives r et / qui rem j)lacent leurs résis- 
tances actuelles , considérer le système comme 
parfaitement libre dans l'espace. 

Les six équations de l'équilibre auront donc 
lieu en y iniroduisant les deux nouvelles forces 



r et r'. 



Or, la force r iriimédiatement appliquée à, 
l'origine A , donnera tr.ois composantes x, y^ z 
dans les axes, et ne donnera aucun couple dan& 
les plans. ^ 

La force r' appliquée en B donnera trois 
composantes x',y',z', la première dans Taxe 
des abscisses , les deux autres dans les plans 
respectifs X Y , XZ. La force x' qui tombe dans 
Taxe des abscisses, étant transportée à l'origine, 
donnera un couple nul ; mais les deux forces 
y' et z' transportées à l'origine donneront deux 
couples , dans les plans respectifs X Y , X Z 
adjaçeus à l'axe de rdtatiou ;' et les momeus de 
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-ces couples seront , ( en faisant A B 5= a ) , 



y:' a y z'a. 



Les équations de l'équilibre seront donc : 

X-f- x-Hx'=o, Y + Y+ y' =0, Z-4- z H- z'==o, 
L=ô, M — t! a^=> o, N-+-Y'a=o. 



Les cinq quantités X,Y,Z,'M,N, pour- 
ront donc avoir telles valeurs qu'on voudra ; 
car , en supposant la résistance des deux points 
fixes indéfinie en tous sens , les quantités 
X, Y, z , x', y'^ z'5 aurojat telles valeurs et tels 
signes qu'on voudra , et les. trois premières 
équations , ainsi que les deux dernières , seront 
toujours satisfaites. 

Mais il ; faudra qu'ouj^it toujours pour les 
seules forces appliquées au syçtçmc, l'équation 
L == o ; ce qui nous apprend que les conditions 
de f équilibre d^un corps assujéti à tourner 
autour d un axe fixe ^ se réduisent à ce que la 
somme des momens des forces estimés par 
rapport à cet axe , soit nulle delle-même. 

1 19. Si les deux points A et B n'étaient pas 
arrêtés en tous sens , mais pouvaient couler 
ensemble dans là direction A Î8 , comtné si on 
Jessupposaitunisentr'eux,iet renfermés dans un 



Les deux forces —-y', — il perpeiidiculairci 
à Taxe de rotation au point B ^ se composeront 

de même en une seule V y^'-+- z'^pèrpènfi-^ 
culaire au même axe, et dui fera ayec les axés 
des j- et z des angles dont lés cosinus respèctifi 
Wront : i , i 



I - 
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T-Z'. 



Ainsi les deux pressions normales à l'axci', 
aux points respectifs A et B seront necessai**; 
rement déterminées de grandeurs etdedireo* 
lions ; et par conséquent les pressions absolue».] 
— r et — 1^ n'auront que cette indétermination 5i 
particulière, savoir : qu'on ne pourra lés choisir 3 
que de telle sorte qu'étant décomposées chacune \ 
en deux autres , Tune dans Taxe et l'autre ^er- 1 
pendiculaire à cet axe, les deux forces normales '1 
aient les valeurs et lés directions ique nous ve- 
nons de donner i et les deux forces situées^dans- 
l'axe fassent une somme constante égale à X* 

131. Pour voir à quoi tient cette indétermi- \ 
nation, qui dépend de celle des deux résistances, 
actuelles x, x' que les points, fixes A et B -, 
doivent opposer dans le sens de la ligne qui les 
jointe on peut remarquer que ces deux points > 
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qu^on peut supposer unis par une verge, in- 

■ fleûble^ se .prêtent un appui, réciproque^ de 

maniérô que chacun d'eux a toujours, ou par 

lui-même ou par le secours , de l'autre , la ré- 

i sidtance actuelle dont il a besoin pour l'équi- 

'. libre > pourvu que la somme de ces résistances 

'^^ spit suffisante. O0 né peut donc pas demander, 

j et il est impossible que le calcul détermine des 

i valeurs' particulières, pour deux résistances 

qui, passant tacitement , en tout ou en partie, 

de l'un à l'autre : point > se confondent en une 

i seule et même résistance. 



« -^ y 



\ 



f 



111. . 

JJle F équilibre dun corps gui s'appuie contre 

un plan inébranlable. 

122. Prenons ce plan pour celui des oc jr^ 
que l'on nomme le plan horizon talj et suppo- 
sant d'abord que le corps ne s'appuie contre ce 
plan que par un seul point A , regardons ce 
point d'appui comme l'origine des coordonnées. 

- -Il est facile de voir que lorsqu'une force 
presse un point contre un plan , cette force peut 
toujours se concevoir comme décomposée eu 
deux autres, l'une perpendiculaire au plan et 
l'autre située dans ce plan. La première est né- 
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même signe , la force Z ne peut être nulle y 
Les forces appliquées au système doivent dqnc 
avoir une résultante unique. 

Les deux premières équations moiy,rent 
que cette résultante doit être verticale > c'est- 
à-dire y perpendiculaire au plan fixe ; et la 
troisième , Z -+- z -+- z' = qu'elle peut avoir 
telle valeur qu'on voudra pourvu qu elle nie soit 
pas positive. 

Enfin , si l'on cherche les valeurs des deux ] 
coordonnées p et ^ du point O où sa direction doit 
rencontrer le plan horizontal comme on a (io6) : 

M -^L 

'^=z^^=-z-^ 

en mettant à la place des quantités L, M, Z 
leurs valeurs tirées des équations précédente» > 
on aura : 

Donc , puisque l'on a ^=o, il faut que le . 
point où elle rencontre le plan horizontal tombe 
sur la ligne des abscisses, c'est-à-dire, sur la 
ligne qui joint les deux points d'appui: et puisque 

V f ^ ^ j ^ 

1 on ^p = a r : a cause de . touiours 

z + z" z-Hz' ^ 

-< 1 , T)Txap toujours < a', et par conséquent 

la 



DE Statique. i45 

la direction delà l'ésultante doit toujours tomber 
feutre les deux pbittts d'appui A et B. 

m ^ • - * . . 

* i:24* Supposons enfin que le corps s'appuie 
contre le plan par tant detiouveaul points qu'ion 
voudra^ C^ D, etc.> qui soient tous placés d'un 
même côté i l'égard de la droite A B qui est 
toujours regardée comme l'axe des abscisses- a:* 
GonstèrVant ][K>ur les deux points A et B^ \ei 
dénominations précédentes ^ nommons a" et V 
les deux coordonnée^ du point G j a"' et h"^ 
celles du point D^ et ainsi de suite. La résis- 
tance 2" du point C , étant transportée à l'ori- 
gine donnera deui: couples dans les plans ver- 
ticaux X Z-) Y Z dont les momens seront : 
2»"a" y z"b" ; la résistance z'" du point D donnera 
de même deux couples dans les mêmes- plans , 
et dont les momens i seront : z"W' , z'-^b'^' ; et 
ainsi de suite. Les ^équations de l'équilibre 
seront donc : 

• • ..'■■. 

Xs=ïO>Y=o,Z-f-a-h2'4rz"^*2"'H-etc.=ao 

L — -z'' è" — z'" V—^tt. =±= o , ; 

. ' - . ■ . . • 

M-hz' a' -h z" a" 4- *'".«"' + etc. = o, N =a o. 



• ' Ces équations nous font voir d'abord, comme 
dans Tarticle précédent y que toutes les forces 

K 
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appliquées au système doi'veut se réduire à qb^ 
seule j pei^pepdiculaire au plan fixe^ et 4pntl|i 
valeur ne soit pas positive. 

En Recoud lieu > )e di^ que sa direction doit 
rencontrer ce plan daps F intérieur du polygoM 
formé par les points d'appui A > B > G ^ PV .eMK 

.En effets si l'on nomip^^ comme ciidc^^u^i 
q l'ordonnée du point Q: 9 pii cette. résultante 
rencontre le plan horizpn,taI > comme, on a ^ - 

q == ~= , en mettaïit pour li et Z leurs va- 

1 

leurs tirées des équations précedentes> on aùTat 



.\ 



i__ z" 6" -+- z'Y :fe"î-+,> etc. 
V — „ ^j! 4_z"^^V"4- etc. 



' • • I *•**■; 



. Or>:Ies^résistancesZy z*?, 2'% %•" ^ etc. étafl& 
toutes positives, et les t)rdonnées f ^ V" exté 
toutes de même signe y puisque les points G y 
D , etc. son t , par hypothèse , tous placés du 
même côté de l'axe des abscisses , il s'ensuit 
que l'ordqnnée q sera de même signe que cet 
ordonnées, et que, par conséquent , Je point 
Osera à l'égard de la ligne ÀB qui joint les 
deux points d'appui A et B, du même côté qijê 
les autres G, D, etc. Donc, puisqu'on aurait 
pu prendre pour l'axe des abscisses toute autre 
droite A G ^ B D, etCi qui, joignant deux pôintt 
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d^appùx^ laisse tous les autres d'un même côté^ 
on peut conclure que le. point Q doit se trouyei^ 
à l'égard de chacune de ces lignes , du même 
coté que les autres points d'appui^ et par consé*> 
quem doit tomber nécessairement dans l'inté-* 
rieur du polygone formé par tous, les points 
d'appui. , 

Corollaire • 

■ . • I 
Des pressions exercées par la résultante des 

forces du système sur les différens points 

dappuu 

125. Ces pressions^ estimées en ^sens con- 
traire, ne sont autre cliose que lés résistances 
2 , z% z", 2'", etc. dont les points d'appui 
A>B, C, D, etc. ont actuellement besoin 
pour l'équilibre. On aura donc, "pour les dé- 
terminer , les trois équations : . 

Z-4-Z -4- 2' -4- z" -4- 2"' -4- etc. 5= o 
L — V z" — V" z'" — etc. = o 
M-t-a'z'^a''2"4-a'"2'"H-' etc. = o. 

Mais comme on n'a que ces trois équations, 

avec cette seule condition que les inconnues 

z , z' , z" , 2!" , etc. doivent être toutes posi- 

* • * 

tives, il s'ensuit que les diverses pressions exer* 
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cées sur le plan demexirent indéterminées ^ 
lorsqu'il y a plus de trois appuis ', et même lors* 
qu'il n'y en a que trois y s'ils tombent en ligne 
droite. Carmen supposant que le troisième point 
G tombe avec les deux autres A et B sur l'a^e 
des abscisses , l'ordonnée h" devient nulle y et 
l'inconnue z" disparaissant d'elle-même dans 
l'équation L — b" z"= o , il ne reste plus que 
deux équations pour calculer les trois incon^ 
nues z y z' y z" qui sont encore indéterminées. 
On pourra donc y dans ce cas , se donner à 
' volonté Tune dés pressions y et dans le'cas gé- 
néral^ se donner les pressions de tous les points 
d'appui^ hors trois. On calculera ensuite les 
dernières pressions par les équations précé- 
dentes j et pourvu que , dans les différentes 
hypothèses que l'on fera y le calcul ne mène 
à aucune pression positive y le problème sera 
toujours bien résolu. 

\^ Remarque- 

126. Mais si nous trouvons y d'après les prin*' 
cipes établis ci-dessus , que les pressions sont 
indéterminées lorsqu'il y a plus de trois points 
d'appui^ d'un autre côté, en considérant à 
priori un corps appuyé contre un plan par un 
nombre quelconque de points, et tenu en équi- 
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libre par une force normale à ce plan ^ ij nous 

parait évident que chaque point de contact doit 

être actuellement pressa d'une manière tout-* 

à-fàit déterminée ; et de là résulte une espèce 

de paradoxe qui ne parait pas facile à expliquer. 

Gardons^ous dVtbord d'en conclure que la 

théorie connue jusqu'ici est insuffisante pour 

résoudre le .proI4ème,en question; car nous 

allons voir que ce problème est indéterminé 

par l'hypothè&ë même que l'on a faite^ et que 

la théorie donne tout te qu'on peut d,emander 

sans se contredire. 

En effet, si l'on fait attention qu'il s'agit , par 
hypothèse^ d'un corps dont la figure estparfai- 
tement invariable , on peut concevoir les points 
de. contact de ce corps y comme unis entr'eux 
par un plan parfaitement inflexible , lequel re- 
pose sur les points fixes A , B;,'C^ D, etc. Or, 
lorsqu'il y a plus de trois, points d'appui , ou 
seulement trois quand ils tombent en. ligne 
droite , il n'est pas difficile de voir que car- 
taines parties des pressions qu'on supposerait 
exercées par le plan sur ces points , peuvent 
être imaginées comme se reportant indifférem- 
ment des uns aux autres > de manière qu*on 
ne puisse demander, ni ce qu'elles sont en elles- 
mêmes , ni sur quels points d'appui el\es s'exer- 
cent de préférence , sans détruire l'hypothèse 

3 
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'de? rinflexibililé parfaite du plan qui unit les 
points dil col'ps. 

Ainsi I pour nous faire mieux comprendre 
par un exemple , s il s agissait d up corps qm 
s'appuyât par trois points en ligne droite > en 
considéram ces points comme liés entr'eux par 
une verge inflexible qui repose sur les trois 
points fixes A, B.> C; quand bien même on 
^saurait que cette verge est pressée perpendi»- 
culairemént aux trois points respectifs A , B , Ç^ 
par trois forces respectives P> Q> R-, paral- 
lèles ^n tr' elles ^ on ne serait pas en droit d'en 
ift)nclure que les pressions exercées sur les 
points d'appui sont respectivement égales aux 
forces P, Q, R; car il serait toujours permis 
de concevoir dans les deux forces extrêmes P 
et Q, deux parties ueliJ qui ne pressent point 
du tout sur les appuis A et C. Si l'on .prend 
en effet ces deux parties dans la raison ipverse 
de leurs distances A B et G B au point B j 
à cause de l'inflexibilité parfaite de la verge, 
on peut concevoir que ces deux forces» vont 
presser actuellement le point d'appui B ,. con- 
jointement avec la force Q ; de sorte qu'il y 
a ici une pression indéterminée u -4- u[y qu'on 
peut supposer exister indifieremment, ou, toute 
entière en B, ou, en deux parties u et m' sur 
les points A et C 9 ^^^ qu'on puisse dire ce 
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qa^eUe est^ mou dlese trôuTe de préjTéireaqe , 
à moins de détruirc| rhypothèse 4? jl'wflçx^^i-r 
Uté parfaite de 1^ verge ^i«i joint jij^» ;poinu d^ 
contact du corps. • » . . , . 

- la^é Air reste-, oefte indétermination sin«« 
gtilîèl^ est du métnè* genre que celle que nous 
avons observée et expliquée au n*^i ( i3i ). Les 
pressians ou- résistances factuelles dont les di£* 
férens points d'appui ont besoin pour Téquî* 
libre > ne sont indéterminées dans le cas où. il 
y a plus de Itois points d'appui , ou seulement 
trois , quand ils tombent en ligne droitf , que 
parce qu'il y a alor&Ndes appuis in lermédiaif^s 
qui peuvent prêter aux appuis placés de part 
et d'autre , certaines parties de leurs résistances^ 
de manière que par la liaison parfaite de ces 
appuis , on ne peut plus distinguer Içurs résis-, 
tances individuelles d'avec celles qu'ils pour- 
raient emprunter mutuellement les uns des 
autres. 

Et la théorie nous fait voir que , pourvu que 
ces points aient des résistances individuelles 
qui satis&ssent ensemble aux trois équations^ 
données ci-dessus , de quelqu'autre manière, 
permise par les mêmes équations, que l'on 
veuille répartir les forces de pressions sur ces 
différens points , chacun d'eux trouvera tou- 
jours , ou dans sa résistance propre , ou dans 

, 4 ■• • 
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cette résistance unie avec celle qu'il emprunt ' 
tera des autres points ^ d'appui > la résistance 
actuelle dont il aura besoin pour détruire la 
pression qu'on lui suppose. 

Il n'en est pas de même dans le cas de deux 
points d'appui y et dans celui de trois non en 
ligne droite : les résistances actuelles sont dé- 
terminées et doivent l'être ; car> chaque poixit 
d'appui se trouvant seul à côté de l'autre ^ ou ^ 
dans le second cas y à côté de la ligne qui joint 
les deux autres^ il est visible qu'il ne peut avoir 
sa résistance propre ^ et ne pourrait pas en em- 
prunter des appuis voisins > si elle n'était pas 
suffisante, , 

1:28. L£ paradoxe que nous venons de ré- 
soudre est d'autant plus frappant y que dans la 
nature y les pressions exercées par les' corps 
aux difTérens points de contact y sont nécessai* 
rement déterminées dans tous les cas y ce qui 
gérait absurde autrement. 

Tous les corps sont plus ou moins flexibles 
et élastiques ; et lorsqu'ils sont pressés les uns 
contre les autres par différens points situés dans 
le même plan , la pression totale se distribue 
d'une manière particulière en vertu de ces pro- 
priétés physiques^ et des trois conditions don- 
nées ci-dessus ( 126 ) , auxquelles les pressions 
individuelles doivent toujours satisfaire : mais 
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il faudrait savoir tenir compte de ces propriétés , 
pour trouver en tout autant d'équations qu'il 
y a de points de contact ^ et connaître par-là 
les diverses pressions; et c'est* une question 
très-délicate de pby^que , que nous ne cher- 
cherons pas à discuter ici, 

i:%9. Ce que nous avons dit sur l'équilibre 
d'un corps (^iii s'appuie contre ui; seul plan ^ 
peut s'appliquer aisément à un corps qui s'a|^- 
puyerait contre plusieurs plans à là fois. Chacun 
de <^s plans fera naître aux difierens points de 
contact autant de résistances normales à sa sur-* 
face : en introduisant dans les six équations de 
l^équilibre ces nouvelles forces indéterminées , 
on parviendra facilement aux conditions que 
doivent remplir les forces immédiatement ap- 
pliquées. 

i3o Si le corps s'appuie en différens poijats 
contre une ou plusieurs surfaces courbes^ quel- 
conques^ on pourra supposer qu'il s'appuie sur 
les plans tangens menés aux surfaces en ces 
points. Ainsi , connaissant les équations de ces 
surfaces ^ on cherchera celles des plans tangens ^ 
Qn.des normales aux divers points de contact: 
on introduira dans les équations de l'équilibre 
autant de forces indéterminées y dirigées sui- 
vant ces normales ^ et le problème reviendra 
au précédent* " , 
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CHAPITRE III. 



DES CENTRES DE GRAVITE* 



i3i. Jusqu'à présent nous avons fait abstrac- 
tion de la pesanteur des corps; nous allons 
voir ici commçnl; on peut avoir égard à cette 
propriété générale de la matière | afin d'appli- 
quer les principes établis ci-dessus^ à Téquilibr^^ 
des corps tels qu'ils sont dans la nature» 



I. 



On nomme pesanteur ou gravite y, cette cause 
inconnue qui fait descendre les corps vers la 
terre ^ lorsqu'ils sont abandonnés à eux-mêmes. 

La pesanteur étant une cause de mouvement ^ 
on petit la considérer comme une force. 

Cette force pénètre les parties les plus in- 
times des corps y et agit également sur toutes 
leurs molécules j car l'expérience prouve que, 
dans le vide , des corps quelconques de masses 
inégales y une balle de plomb y par exemple , 
et le duvet le plus léger ^ tombent de la même 
hauteur avec la même vitesse ; d'où Ton doit 
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conclure que les molécules d'un corps qui 
tombe y descendent toutes de la même manière 
que si elles étaient simplement contiguës^ sans 
être liées les unes aux autres. Ainsi Tactidii 
de la pesanteur s'exerce sur toutes les mole* 
cules d'un corps ^ et se fait sentir égaleme^t 
à chacune d'elles. 

Cependant Fintensilé de la pesanteur n'est 
pas rigoureusement la même pour une même 
molécule placée dans' deux lieux différeûs par 
rapport au globe terrestre : ^Ue varie à Ja sur- 
face de la terre, depuis l'équateur où elle est 
la plus petite , jusqu^au'pôle où elle est la plus 
grande : de plus , elle diminue à la même dis- 
tance de l'équateur , à mesure que la molécule 
s'éloigne davantage du centre de la terre ; et 
Ton sait qu'elle décroît toujours dans le même 
rapport que le carré de cet éloignement aug-» 
mente. Mais pour les molécules des corps que 
Ton considère ordinairement en Statique, il 
n'y a pas assez de différence entre leurs distances 
à l'équateur, ou au centre de la terre, pour que 
les variations de la pesanteur y soient sensibles. 
Ainsi l'on est autorisé à regarder la pesanteur 
comme une force constante. 

La direction de la pesanteur est fort bien 
représentée par celle d'un fil à plomb en équi-^ 
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libre y ou par la perpendiculaire à la surface 
des eaux tranquilles. 

Cette direction dans le lieu que l'on consi- 
dèi^e j se nomme la verticale y et/ tout plan 
perpendiculaire à la verticale se nomme plan 
horizontal. 

La surface de la terre , ou plutôt celle des 
mers^ étant à-peu-près sphérique y les directions 
de la pesanteur vont à-peu-près concourir au 
centre du globe. Ainsi , à mesure que l'on che- 
mine sur la terre y la verticale change y aussi 
bien que le plan horizontal : mais comme les 
distances dont il s'agit ordinairement dans la ' 
Statique , sont très-petites à l'égard du rayon 
de la terre qui a près de i5oo lieues , les di- 
rections de deux verticales peu éloignées", qui 
vont à-peu-près concourir à cette distance , 
peuvent être regardées comme parallèles y sans 
erreur sensible. 

Nous considérerons donc toutes les molé^ 
cules égales d'un corps pesant , comme solli- 
citées par de petites forces égales y parallèles 
et de même sens j et nous pourrons appliquer 
aux forces qui proviennent de la gravité^ tout 
ce que nous avons dit des forces parallèles ^ 
appliquées à un assemblage de points liés entre 
eux d'une manière invariable» 
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102. Et d'ate)rdiious'en conclurons que. /a' 

- pésukante de toutes les forces parallèles de la 

pesanteur j leur est parallèle, (fest^-^dire , est 

verticale, , : 

Ea second lieu ^ qu'elle est égale à leuf^- 

somme. . . *: . 

La quantité de cette Tesùltante est ce que 

Ton nomme k poids du corps ; d'où l'oti voit* 

que le poids d'un corps est' jJroportionnél au 

nonibre des molécules qââ4ê tomposeiit y'Oik 

k la quantité de matière (JU^iJ riôijfei*me , et que 

i Ton noninie sa masse* Ainsi l'on distinguera 

le mot de pei'ànteur ou gras^ité , d'avec celui^ 

de poids n La pesàntetiF désigne , comme nous* 

l'avons dit , la cause qui attire les corps vers^ 

la terre; mais le poids désigne la force parti-* 

culièré qui en résulte pour^ chacun d'eux ; .force 

qui est proportionnelle à letir masse, et égalé 

à TefiTort qu'il faudrait employer pour les sou»- 

tenir. ' •■••:•■ • ■■ ^ - ."■ .' 

» . » ' ... ■ , ' • • • 

I 

i33. En troisième lieu, comitte nous ayoii;5 vu 
que les forces parallèles^ appliquées; à différent- 
points , ont un centre , c'est-à-dire , un point* 
unique par lequel passent continuelierîient leurs" 
résultantes successives , lorsque l'on incline sucv 
cessivement tout le grou'p'e de ces forces dansl 
diverses positions , il s'eiisuit qu'il existe tou»- 
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jours pour uu corps pesant un point unique 
par lequel passe continuellement la direction- 
du poids y lorsque Ton tourne successivement 
le corps dans diverses positions à Tégard do 
plan horizontal. En effet ^ dans les diverses si- 
tuations qu'on lui donne ^ les forces dç la pe^ 
sauteur qui animent toutes les molécules , ne 
cessent pas d'être les mêmes ^ d'agir aux mêmes 
points , et d'être; parallèles ; et par conséquent 
leurs résultantes sji^^ssives ne cessent pas de 
se couper eii uUi 4iéme point. 

Ce point unique par lequel passe toujours' 
là direction du poids ^ quejle que soit la posi-^ 
tion du corps à Végéta du plan horizontal | se 
nomme le centre de gratuité* 
• • . • . 

'i34« Sx le centre de gravité d'un cocps est 
fixe / il est clair que ce corps sera eu équilibre 
autour de lui dans toutes les situations ; c'est-- 
à-dire , que si , le faisant tourner autour de 
ce point ^ on l'amène dans une situation quel- 
conque ^ et qu'on l'y laisse , le corps y demeu'» 
rera : car d^ns toutes .ces positions ^i la résultante, 
des forces de. la pesanteur passera .toujours par 
le même point fixe , et son effet sera détruit. 
C'est pour cela que plusieurs Auteurs ont défini 
le centre de gravité un point tel , que , s'il était 
fixé, le corps demeurerait en équilibre dans 



DE St. A'T I q u Eé î59 

toutes les positions possibles autour de hàj 
loaîsilesc plus coi^yenable de faire Toir à priori 
qu'il jf a toujours ' pour chaque corps un tel 
poim , et par conséquent de montrer qu^il y à 
un centre de gravité > avant de définir le centré 
de gravité lui-même. ' 

. i35. Paisque le centre de gravité d'un corp3 
n'est autre chose que le centre des forces pa-* 
ralléles < de la pesanteur j appliquéçs a toutes 
les moléciJ^es de ce corps ^ .coipoimo. toutes ce$ 
forces sont supposées. égales^ .il suit dé Vslt^ 
tlcle (85)^ que la distance du centre \da 
grai^ùé à un plan quelconque ^ est égale à la 
mojrenne distance, de toutes les molécules du 
corps au mémeplan. Par conséquent la position 
de ce centre d^ixs les çprps ne dépend nullement 
de la gravité 9 - mais seulement d^ la. manière 
dopttioutes les molécules sont disposées les ûoe» 
àt regard des lautres. 

Aussi quelques Géomètres oi^t-ils cru plus 
convenable de nommer le centre de gravité > 
le centre de masse y ou le centre de figure ; 
mais nous conserverons ici l'autre . dénomina-* 
tion comme étant plus usitée ^ et comme rap- 
pelant mieux l'usage que Ton fait de ce point 
dans la Statique. 

i36. Comme on peut toujours concevoir qu*ii 
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toutes les forces de la pes^uteur qui animent 
Içs mol^éçules d'un, corps y on ait substitua leos 
résultante générale qui produit dW>](ument le 
même effets on peut considérer le centre de 
gravité 4'ùn cqrps comme un point où toute 
la masse de ce corps est réunie et, concentrécu 
Ainsi y dans la solution des problèmes ^ si Ton 
veut avoir égard à la pesanteur, on pourra re- 
garder chaque corps comme réduit à'son eehtre 
de gravité , qu'on supposera sollicité par une 
force égale et parallèle à son poids : et 
combinant ensuite ces nouvelles forces avec 
celles qui sont immédiatement appliquées au 
système ,' on trouvera les conditions dt Féquî- 
libre d'après les principes donnés dans les Cha- 
pitres précédens , comme si tous les' * cotps dû- 
système étaient dépourvus de pesanteur. 

Il ne s'agit donc plus actuélleméiit que de' 
savoir déterminer les centres de gratté des 
diflférens corps, ou assemblages' de corps qui 
peuvent se présenter. 

137. LoRSQuW peut cônsidérerle corps ou 
le système comme composé de parties dont on 
éonnatt en particulier les centres de gravité et 
les poids respectifs, il est très-faiciîe de déter- 
miner le centre de gravité de ce corps oti sys-^ 
tème. 

Car 
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ei • ' • ■ • ' 
ar ce cefttre n'étant autre chose que le point 

d'applièation de la résultante générale des for ces 
de Ja pesanteulr appliquées à toutes les molé- 
cules ^ on pe^t concevoir que , pour le déter- 
miner 2 on a d^abord cherché les points rçspec-^ 
tifs pu sont appliquées les résultantes partielles 
des forcèj^ qui agissent sur chaque corps ^ et 
qu^ensuite on a cherché le point d'application 
de la résultante générale de ces diverses r^ul- 
tantes. 

Donc^ si l'on connaît déjà lés centres. de *gra- 
vite respectifs dés différens corps ^"Yon naurà 
qu'à supposer appliquées à ces points des forces' 
parallèles 9 et 'réspéctlvemeht égales aiix poids dé 
ces corps 9 et l'on trouvera le centre de gravité* 
du système absolument delà même manière que 
l'on trouverait le Centî'e'dè ce^ forces parallèles. 

On pourra donc employer dans cette re-, 
cherche^ ou la composition successive des forces^ 
comme au no. (20), où la théorie des njibméns . 
comme au m. (84)- 

£t puisque la distance du centre des forces 
parallèles à un plan, se trôuyç en divisant la 
spmmç des mQmefî;^^ des forcesi., pris par rap- 
pprtaupjian, parla somme. d^ tou^e^ Içs fp^i^es^ 
i) s'ensuit: .;. , / . ...."„, 

Que la distance, du ùentr^. de gratuité 4^un 
système quelconque de corps y à un plan, est 
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égale à là somme des momens de leurs pçidsf 
par rapport au plan , divisée par là sôrmmç 
de tôM tes poids ': ou ^ coàiiâe liîs masses sont 
prôj^ortîonilelles aux poids , égale à la somme 
des rrïofnens des înasseS^ divisée par la somme 
dé toutes les rnasses ^ en entendant par lé 
momèât d'une masse ^ le produit de cett^e. masse 
par 14 distance 'de son centré de gravité'àù plan 
que ï*bn considère. 

En calculant ainsi les distances du centre 
de gravité. à trois plans quelconques^ qu'on 
pçurra suppôset* rectangulaires entr'eux ^ pour 
plus de simplicité y on trouvera facileibent la 
position de ce point dans Pespacer 

■ . . -.-ii' • ■ . i : 

i33^ Dans le cas où, toutes les masses du 
système sont égales y on trouve sur-le-champ 
la distance du centre dé. gravité à un plan quel* 
conque ^ en prenant la moyenne distance des 
centres de gravité de tous le^s corps à ce plan* 

; ; "* , ^ I ' : . ■ f . • * 1 ■* 

I . • î r 

^ 'iSg. LoRSQTTE le plan pair rapport auquel on 
estime les momeûs'^' j^àssfê p^ii" le èentré 'dé ^a-* 
vite du système,' là' distante 'de cé Centre an 
plan est nulle j et' * pàV ' 'ébtis^^quén t * fà -somma 
des momens des masses ^ pris par 'fâpport ii 
un plan qui pàssé'pàr le centre de gravité du 
système , est toujours égale is zéro. 
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' ' C'ést-à-dir^e, que la jsomme des momens des 

masaes qui sout d'un même côté du plan ^ est 

^gale k la somme des momens des ihasses qui 

«ont de Fautre cote* . 

£t réciproquement > lorsque la somme des 
momens des masses ^ par rempart à un plan y 
est égale à séro, le centre de granité du ^^- 
tème est dans ce plan. 

Car la distance de ce centre au plan est nulle. 

•s 

I 

140. Il résulte delà que si les centres de 
gravité de tous les corps que l'on considère , 
«ont dexis ;fin mérité j^an ', te îèentre de gravité 
du système sferà eU^si dans ce plan ; et que "si 
les centres de gravité dés corps sont sur une 
taètaie ligne droite ^ le centre de gravité sera 
aussi «ur cette droite. 

• Xïari ddnà le premier cas, tous les corps 
ayaiit leurs centres' ^e gravité dans un même 
plfltti y leâ momens dé leurs masses par rapport 
à ce plan, sont touis nuls; la distance du centre 
de gravité du kyitètfie à" ce plan , eist dond huile 
aussi ; et par conséquent ce centre est dans \ë 
plaii même. 

Dans le second cas, tous les centres d'e'g'rà- 
vite étant en ligne droite, si Ton fait passer deux 
plans quelconques par cette droitèVlès éèntrès' 
de gravité des différens corps seront à ïa fois- 

2 
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dans ces. d^mx plans. .Le centre de gravité du 
système y sera donc aussi y et par • conséquent 
ne pourra se trouver que dans leur intersection^ 
qui est la droite proposée. 

Au reste 9 les deux dernières ; conséquencçs 
que nous venons d'énoncer paraîtront évidentes 
d'elles-omémes y en se représentant que l'on 
cherche le centre dô gravité du système par la 
composition successive des forces ou poids ap- 
pliqués aux centres de gravité respectifs des 
différeps corps. . . .1 

■ ■ . ' ■ * • '•■'•■. 

141 «Lorsque tous les centras de gravité des 

corps sont dans un mémç plan^ comme Je; ce^^re 
de gravité du système se trouve déjà dans un 
plan connu 9 il suffit pour déterminer sa pio^i- 
tion^ de chercher ses distances à. deux autres 
plans. Or si on les prends, pour plus de sim^ 
pllcitéy tous dçux perpendiculaires sur le pre- 
mier^ les distances des différens centres .'de «gra- 
vité . à ces , deux plans seront les mêmes que 
leui;s distances aux traces de ces plans sur. le 
premier. 

Donc ,^i dans le plan qui contient les centres 
de grayité de diffërens corps , oïi tire deux 
droites ou axes quelconques non parallèles , 
en aura /ai distances respectives du centre de 
gravité du sjrsfème à ces deux droites, en di^ 



DE St AT IQXTE. l65 

visant les sommes respeéÈives^ des momens de 
toutes les masses ^ par rapport à ces droites^ 
par là somme de toutes les masses . 

(Ayant soin de regarder pour chaque droite ^ 

comme positifs tous les momens des masses qui 

' sont d'un même c6té de cette ligne y et comme 

négatifs les momens de celles quisont de l'autre 

côté). 

On trouvera de cette manière à quelles dîs^ 
tances et de quels côtés le centre.de gravité du 
système est placé à l'égard de ces deux aies, et 
menant alors^aux deux distances trouvées, deux 
parallèliçs à ces axes , le centre de gravité sera à 
leur intersection même. 

142. Lorsque les centres de gravité de tous 
les corps sont en ligne droite , comme le centre 
de gravité du système se trouve déjà sur une 
ligne connue, il suffit , pour le déterminer, de 
chercher sa distance à un seuf pfan. Or si ou 
' le prend , pour plus de simplicité , perpendi- 
culaire sur la ligne des centres , les distances 
des centres de' gravité respectifs ^ ce plan se- 
ront les mêmes que leurs distances au point où 
le plan coupe la ligne. 

Donc , lorsque plusieurs corps ont leurs 
centres de gravité respectifs sur une même 
droite , la distance du centre de gravité du 



'^ystèm^y à un point quelconque pris sur cette 
droite y est égalé à la somme des montons des 
masses^ par rapport à ce point y divisée par /n 
somme de toutes les masses^ 

'(Ëd pf^tiam avec un même signe tons les 
inomens^ des masses qui sont d'un même coté 
à l'égard du point , et aviwî le signe contraire > 
les momens de celles qui se trouvent de Fautre 
côté ). 

On saura alors à quelle distance y et de quel 
côté le centre de gravité du système est place à 
l'égard du point que Ton a choisi; et si l'on porte 
ensuite de ce côté y et à partir du point ^ une 
longueur égale à la distance trouvée^ Textrér 
mité de cette longueur marquera sur la ligne le 
centre de gravité lui-même. 

143. On voit donc combien il est facile de 
trouver le centre de gravité d'un corps ou sys- 
tème , lorsqu'on connaît ceux des différens 
corps qui le composent ; il nous reste à voir 
comment on obtiendrait les centtes de gravité 
des corps qui ne seraient pas susceptibles d'une 
pareille décomposition. 

A la vérité, comme on peut toujours regarder 
un corps comme un assemblage de points maté- 
riels qui sont eux-mêmes leurs proprescentres de 
gravité, il s'ensuit qu'on peut leur appliquer la 
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méthode précédente^ i^t cpi'oa aura généifak- 
ment la distancedu centre de gravijté .d'un çorjfs 
Quelconque à. un plan, en prenant la somfxie 
des momens de toutes les particules de ce porps 
par rapport au plan,^ et. divisant par la ^mme 
de. ces particules^ ou^ qs qui est la même chose» 
en divisant par ,1a masse totale xki corps. l)itais la 
solution générale de cette question dépend du cal- 
cul intégral ; et l'on en peut voir dans presque 
tous les traités 4e Méchanique des applications 
très-simples 9 et qui n'ont d'autres difficultés que 
celles du calcul intégral lui-même*. 

Cependant ^ comme il existe des considéra*- 
tîons élémentaires très-élégantes qui conduisent 
à la détermination des centres de gravité pour 
la plupart des corps dont il est question dans 
la Géométrie 9 nous nous bornerons à cette nCf- 
cherche 9 qui remplit l-^obj^et que nous avons en 
vue^ celui de ne pas sortir des éléniens* 

144- D'âpres ce que nous avons dit (i35) , la 
position du centre de gravité dans un corps ne 
dépend que de la manière dont toutes les molé- 
cules de ce corps sont disposées les unes à l'égard 
des autres. Elle dépend donc de deux choses : 
10. de la figure du corps , ou de celle de l'espace 
qu'il occupe ; 20, de la densité relative -de ses 
différentes parties. On y oit bien^ en efTet^ que 

4 
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-si là figure et le vdlume restant les mêmes, 

îés inblécufeV \iebiietit à s'ëcarter les unes des 

•^irtitres dans une -certaine partie du corps V de 

*^ manière qu'elles se rap|)rochént davantajge dans 

^ une autre, les forces qui agissent sur elles tt'é- 

tàiit plus réparties de la même manière, la po- 

^ sition de la résultante générale changera , et par 

conséquent celle du centre de gravité du corps. 

Ainsi , dans la détermination de ce point , il 

fipiudrait avoir égard, non seulement à la figure 

du corps , mais encore à la loi suivant laquelle 

la densité varie dans toute son étendue. 

Maïs si , pour résoudre plus simplement la 
question, on suppose d'abord les corps parfai- 
tement homogènes, ou uniformément denses 
en" tous leurs points, la position du centre de 
gravité ne dépendra plus que de la figure , et 
la recherche des centres de gravité deviendra 
un simple problème de géométrie. 

C'est dans cette hypothèse de corps parfai- 
tement homogènes , que l'on détermine ordi- 
nairement les centres de gravité des lignes, des 
surfaces et des solides qui sont soumis à une 
description rigoureuse , et que l'on regarde 
comme doués d'uijie pesanteur uniforme en 
tous leurs points ;'et quoique ce problème puisse 
- paraître, au premier coup-d'œil, de pure spé- 
culation , il est facile de voir qu'il est , en Sta* 
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tique, éé-^iie la qùa'dratuf^e dés aires , ou la 
cubaturé 'des solides est eu Géométrie. Comme 
les résultats que la Géométrie nous donne sont 
d'autant plus exacts dans Fafppli^cation que les 
figures sont plus semblables à celles que la Géo^ 
métrie suppose y ainsi dans la détermination des 
centres de gra-^té , on trouvera ces points d'au- 
tant plus près des lieux que la théorie leur 
assigne , que les corps seront d'une substance 
plus homogène , plus uniformément répandue, 
et terminée par des surfaces plus parfaites. 



II 



DES CENTRES DE GRAVITES DES FIGURES. 

Lemme. 

1 45. Toute figure dans laquelle il se trowe 
un point telqufun plan quelconque mené par 
ce point ^ coupe la figure en deux parties par-' 
faitewient symétriques ^ a son centre de gravité 
en ce point j que F on nomme ordinairement le 
centre de figure. 

En effet y si Foç fait passer un plail quel-^ 
conque par le centre de la figure, comme ce plan 
la coupe en deux parties parfaitement symé- 



I 

^ 
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triques^ il n'y a pas de raison pour que le 
centrcf dç grayité y qui est un point unique ^ et 
dont la position ne dépend <]ue de la figure 1 
se trouve d'un côté de ce plan plutôt que de 
l'autre j donc il sera dans ce plan. Le centre de 
grayité devant donc se trouver à la fois dans 
tous les plans que l'on pourrait conduire par 
le centre de fi^re y sera en ce point même qui 
est la commune intersection de tous ces planât 

146. U résulte de là : lo^ que le centre iê 
gravité d'une ligne droite est au milieu de sa 
longueur. 

2<>. Que le centre de gravité de l'aire d'un 
parallélogramme quelconque est à l'intersectiim 
de ses deux diagonales^ ou au milieu de l'une 
d'elles. 

3°. Que le centre de gravité de la sôKdité 
d'un parallélipipède est à Tintersection de ses 
quatre diagonales y ou au milieu de l'une d'elles. 

On pourrait encore en conclure que le centre 
de gravité du contour ou de Taire d'un cercle 
est au centre de ce cercle ; que le centre de 
gravité de la surface ou de la solidité d'une 
sphère est au centre de cette sphère ; que celui 
dé la surface ou de la solidité d'un cylindre à 
Lases parallèles est au milieu de son axe ^ etc. 

Mais on remarquera surtout les trois premieif 



eoroUûres sur les»centres de gravité de la ligne 
droite I du paralliîlogran^me.m da parallélipî<* 
pède p parce que ïxm peui ré^ardar ces figures 
eomitte les ëlémens de, toutes lés autres. . 

Problème I. 

1 4?- Trouver le centre de gtat^ité du conr 
tour d un polygone quel€on</ue ^ et en ,général 
d^un assemblage de droites disposées comme 
on "voudra dans Pesp^ce* > « 

. t 

On regardera chaque droite comme con- 
centrée en son centre de gravité , lequel est au 
milieu de sa longueur; et Ton n'aura plus à 
considérer qu'un assemblage de points repré- 
sentés pour leurs poids respectifs par les lon- 
gueurs des lignes dont ils sont les centres de 
gravité. 

On trouvera donc le centre de gravité du sys- 
tème par la composition successive de ces poids^ ' 
ou par la théorie des momens y comme il a été 
dit plus haut. 

1 48. On pourra souvent par des considéra- 
tions particulières déterminer les centres de 
gravité plus facilement que par la méthode 
générale. 
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S'il s'agit , par exemple, de trouver le centre 
ée gravité du contour d'un tmngle , ou n'aura 
"^'à joindre les milieu! des trois côtés par trois 
lignes, ce qui formera un triangle semblable 
au triangle proposé ; et partageant les anglei 
de ce triangle en deux parties égales par de» 
droites , ces droites se couperont au centre de 
gravité cherché. 

• C'est-à-diré j que le centre de gravité du coo^ 
tour d'un triangle n'est autre chose que le 
centre du cercle inscrit au triangle formé par 
lés lignes qui joignent les milieux des^ trois côtés. 

Problème IL 

i49* Trouver ie centre de granité de Faire 
d^un polygone quelconque , et en génénd étun 
€issemblage défigures planes et rectilignes dis- 
posées comme on ^voudra dans tespace. - 

Tous les polygones pouvant se décomposer 
en triangles, nous allons voir d'abord comment 
on trouvée le centre de gravité d'un triangle 
quelconque. Après quoi prenant les centres de 
grarité de tous les triangles qui composent le 
système proposé , nous n'aurons plus à consi- 
<lérer qu'un assemblage de points donnés de 
position , et dont les poids respectift seront re- 
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preseji^tës par les aires des triaDgles- dont H» 
sont les centres de granité ; et le problème le 
résoudra comme le précédent* 

' Du centre dis gmrité du triangle. 

i5o. SpiT.ApC le triangle grpposé: cpnsidé- RfrSz» 
rons sa sur&cecomine copiposée, d'une infinité 
de tranches parallèles à la Kase jB Ç. Il est visible 
que la ligne droite AD menée du sommet A^u 
milieu D de la base « divisera toutes ces tranches 
en deux parties égales. Leurs centres de gravité 
respectifs seront donc tous sur la droite A D ^ 
et par conséquent celui de leur système , c'est- 
à-dire p celui du triangle y y sera aussi. 

. .Par. un raisonnement tout-à-fait seniblable%on 
ferait voir que le centre de gravité du triangle 
doit aus^i.se trouver sur la ligne B E qui serait 
menée du sommet de Tangle J3 au.milieu £ du 
côté opposé A C. 

Le centre de gravité devant donc se trouver 
à la fois surjes deux lignes A I)» B£ sera né- , 
cc^snirement à leur intersectÂQn.G. 

Mais siT/on joint DË^ pi^i^que les points 
D et £ sont les milieux respectifs dés côtés G B y 
C A ^ la droite D £ sera parallèle à A B et en 
sera la moitié. Or , si D jË ' eati moitié de A B ,. 
à cause des triangles semblables D Q£|. AQB> 



•] 
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le cdté D G sera aussi moitié de son homo- 
logue A G. : 

Donc , D G sei^a le tiers de A D ; et A G en 
sera les deux tiers. 

Donc 9 le centre de gravité de Faire dun 
triangle quelconque est situé sur une ligne 
menée de Vun qUelœnque des' trois angles au 
milieu de la base opposée y et se trouve au tiers 
de cette ligne à partir de la hase ^ ou aux deux 
tiers à partir du sommet de F angle. 

. La démonstration précédent^ est si naturelle 
et si simple que nous n'avons ipàs^ cru devoir 
Fomettre ici ; on pourrait lui donner ïbute la 
rigueur possible au moyen dé cette méthode 
connue y dont les exemples sont si lùultipliés' 
dans les élémens de Géométrie : mais le lecteur 
peut y suppléer. 

Au reste, voici une démonstration nouvelle 
qui ne laissé rien à désirer du côté de Téxaé- 

• « 

titude. 

« 
t 
t • 

9 

% 

Kg. 38. i5i. Par le milieu D de la hase BG du 
triangle A B G , menez aux deux autres côtés 
les par,allèles P E y D F qui les rencontrent' en 
Ë et F : le triangle proposé sera dédompoée en 
un parallélogramme A £ D F et deux triangles 
DEC, DFB, pai'faitement égaux etotr éti« , et 
semblahles an pf^tolierL 



Le Moment du triangle ABC par rapport à 
une lîgne quelconque menée dans son plan sera 
donc %al.à la ^oniime des mpmens du parallé- 
logramme et des deux triangles. 

Soit a Faire de l'un dç ces triangles^ 4 ^ s^ra 
celle du triangle proposé. Donc sil'onnommiéa; 
la distance du centre de gravité de ce triangle à 
la base B G ^ on aura ^ax pour son moment 
par rapport à cette ligne. 

Soit h la hauteur du triangle : — sera la dis- 

tance du centre de gravite du parallélogramme 
k la base 9 et comme son aire est 2 a^ son incW 

ment ^era 2 a x — , c'est-à-dire y ah. 

Ensuite lès <léiit tmnjglesiS F P> D E G t>n^ 
visiblement leurs centres de gravité à même tËs-f 
tance de la base B G: donc si l'on nomme a/ cette 
distance^ la sommé de leurs momens sera 2 a a/. 

On aura donc 4 A ^ == «A-+-3aa/, ou bien, 
en divisant par /^a: 



1 ' ' a/ 

4 2 



i» .» 



Si Ton supposait que , dans les triangles Sfèm^ 
blablè», les centres de gravité sdui dès pohits 
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semblablemem placés ;. alors y comme les dimen' 
siops du triangle BFD ou DEC spnt moitiés 

de telles du triangle ABC, on aurait 'x^œ—j 

et substituant dans l'équation précédente, on 
prouverait : 

h 

Ce qui ferait Toir que le centre de^rayité d'un 
triangle se trouve placé au-dessiusde chaque côté, 
à une distance égale au tiers de la hauteur de 
Tangle opposé ; et que par conséquent , il est 
au point déterminé ci-dessus* 

Mais on peut parvenir à cette conclusion 
sans aucune hypothèse ; car puisque l\m a trouyt 
pour letriai^leABGj ,. . 



« I 



.1 , • x^ ..f 
a; = — n. H , 

■.-■..•. 4. . 2 . • 

> I •> . • ■ . 

X étant la distance de son centre de gravité à la 
base B G , et a/ la distance du centre de gravité 
du triangle B F D à sa base B D ; en imaginant 
que Ton fasse dans le triangle B F D , la même 
construction que Top a faite dans le triangle 
A BC, si Fon nomme x!^ la distance .analogue 

a 
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âi celle qu^on a nommée jg'> et si l'oii observe 
que la hauteur du nouveau triangle est deux 
fois plus petite que celle du premier^ on aura : 



o/s 


1 


Et continuant 


la même construction , on 


trouvera : 


• 


" a/' = 


1 h œ"' 

4' 4^2 . 


*"' = 


1 h x'* 
= . 4- „ j etc. etc. 
40a 



d:^'%x*^, etc. désignant les distancés des centres 
de gravité à la hase dans les triangles successifs ^ 
distances qui diminuent sans cesse , et dont, la 
dernière peut être rendue moindre que toute 
grandeur donne'e, puisqu'elle est toujours plus 
petite que la hauteur du triangle dans lequel on 
la considère- 
On aura donc> en substituant successivement 
dans la première équation à la place de ocf ^ 
wc" ^ a/" y etc. leur$ valeurs ; 

x=i-, — h 7-; H — --— ;+etC. à l'infini 9 

4 4*4 444 

A 
d*où : ^ = -5^^ ce qu^il fallait démontrer. 

M 



Remarque* 

Kg, 37, î52. Soient trois masses égales ayant leurs 
centres de gravité situés aux trois angles res- 
pectifs du triangle A B C. Le centre de gravité 
de ces trois corps sera le même que celui du 
triangle. 

Car, pour trouver celui des trois corps,, il 
n'y a qu'à prendre d'abord le centre de gravité 
de deux quelconques d'entr'eux,cekii des deux 
corps B et C , par exemple , lequel est au point 
D milieu de B C ; ensuite joignant D A , on n*a 
qu'à diviser cette droite au point G dans la rai- 
son réciproque de 2 à 1 . 

Or, cette construction donne aussi le centre 
de gravité du triangle AB C- 

Il résulte de là et du no. ( i38 ) que la 
distance du centre de gravité d'un triangle 
à un plan situé d'une manière quelconque 
dans l'espace , est égale à la moyenne distance 
de ses trois angles au même plan. ^, 

Problème 1 1 L ; '• 

i53. TjtozrrjER le centre de gravité de la 
solidité d'un polyèdre quelconque , et en gé- 
néral y d'un assemblage de polyèdres disposés 
comme on ^voudra dans l'espace* 

Tous les polyèdres pouvant se décomposera^ 
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en pyramides triangulaires ^ nous allons voir 
d'abord comment on trouve le centre de grayité 
d'une pyramide triangulaire. Après quoi^ pre^ 
nanties centres de grayité de toutes les pyra- 
mides qui composent le système proposé ^ Ton 
n'aura plus qu'à chercher le centre de grayité 
d'un assemblage de points ^ représentés pour 
leurs poids pat les volumes des pyramides res- 
pectives dont ils sont les centres de gravité; et 
le problème se résoudra comme il a été dit cir 
dessus. 

I 

Du centre de gravité de la pyramide* 

i54- Soit ABCD une pyramide triangu- Fgî. 3g. 
laire quelconque. Si nous considérons cette 
pyramide comme composée d'une infinité de 
tranches parallèles à la base B G D^ il est visible 
qu'une droite menée de l'angle A en un point 
quelconque de la base y couperait toutes ces 
tranches et la base elle-même > en des points 
semblablement placés. Donc^ si cette droite est 
menée au centre de gravité I de la base , elle 
passera par tous les centres de grayité des 
tranches parallèles. Le centre de graviié du sys- 
tème de ces tranches^ et par conséquent celui . 
de la pyramide ^ devra donc se trouver sur la 
droite AI. . 



Maia % par un r^îsoiiiiemem tout-à-fait sem- 
U^l)tle> on voit que le centre de gravité de la 
pyramide doit aussi se trouver sur la ligne C H 
qui serait menée de l'angle C au centre de gra- 
vité H de la face opposée. Donc il sera néces- 
aairement à Vimersection G de ces deux droites. 

Ainsi les deux lignes A I et A H doivent né- 
cessairement se rencontrer : et c'est ce que l'on 
voit d'ailleurs indépendamment de la considé- 
ration du centre de gravité ; car si l'on tire C I^ 
cette droite ira couper le côté B D en son milieu 
E, puisque le point lest le centre de gravité 
du triangle B CD; par la même raison^ si Ton 
tire A H cette droite ira rencontrer B D au même 
poiptE, et par conséquent tes deux droites A I, 
C H seront dans un même plan y qui est celui 
du triangle A £ G y et elles se coixperont 
nécessairement. 

Actuellement^ si l'on remarque que le point I 
est au tiers de Ë G; et le point H au tiers de 
£ A (i5o) y il est clair qu'en joignant I H , cette 
droite sera parallèle à A G et en sera le tiers. 
Mais si la droite IH est le tiers de AG^ à 
cause des triangles semblables IGH> AGC> 
le côté I G sera le tiers de son homologue G A; 
ou bien sera le quart de I A ^ et A G ea sera 
les trois quarts. 

Donc , le centre de gravité d'une pyramide 
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triangulaire est situé sur une ligne menée de 
Vun quelconque des trois angles au centré de 
gravité de la base opposée j^ il est au quart ^ 
de cette ligne y à partir de la base , pu aust 
trois quarts j à partir du sommet de V angle. 

Remarque* , 

* • 

1 55. On peut aussi appliquer à la pyramide 
triangulaire une démonstration analogue à celle 
que Ton a donnée pour le triangl^. 

Mais pour cela considérons d'abord le prisme ^2* ^^ 
triangulaire : soit A B G a 6 c le prisme. Par le 
milieu E du côté AB de sa base ABC, con- 
duisons deux plans E r /, E D d parallèles aux 
faces respectives BCcè, AGca: Nous dé- ^ 
composerons ce prisme en deux autres, et un 
parallélipipéde. 

Si Ton nomme a la solidité de l'un de ces 
deux prismes , lesquels sont parfaitement égaux^ 
on aura I^ pour celle du prisme proposé , et 
na pour celle du parallélipipéde. 

Gela posé : soit x la distance du centre de 
grayité du prisme total à la face B A a 6. On 
aura l^ao^ pour son moment par rapport à cette 
face. Soit de même, pour les deux prismes par** 
tiels , 3cf les distances de leurs centres de grayité 
au même plan , distances qui sont parfaitement 

3 



égales entr elles , on aura 2 a a/ pour la somme 
de leurs mooiens. Enfin , nommant h la hauteur 
de l'arrête C c ^u - dessus . du plan parallèle 
hAabyle moment du parallëlipipède sera évi- 
demment 2a — ou simplement a h* 

On aura donc : 

et par conséquent , 

h x' 

^= — -4-1 — • 

et si l'on applique mot à mot tout ce qu'on a 
dit (i5i), on trouvera : 

h 

i 

Cequi fait voir que le centre de gravité d*un 
prisme triangulaire est, à l'égard de chaque face, 
au tiers de la hauteur de l'arrête parallèle à cette 
face. D'où il est facile de conclure qu'il est sur 
la ligne qui joint les centres de gravité des deux 
bases. D^ailleurs il est évident qu'il est au miKeu 
de cette ligne j car il n'y a pas de raison pour 
qu'il soit d'un côté plutôt que d'un autre. 
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- i56. Actuellement soit une pyramide trian- ^^8* 4^- 
claire A B C D. Par le point L , milieu de A C, 
imites passer la section LMK parallèle à la base 
BGD9 et 1^ section LEF parallèle à la face/ 
ABD. Menez K H parallèle àL£ et joignezEH. 

La pyramide proposée sera décomposée en 
deux prismes équivalens ^ l'un dont la base est 
E D H, l'autre dont la base est L E F ^ et en 
deux pyramides triangulaires ALMK,LCEF 
parfaitement égales entr'elles^ et semblables & 
la pyramide proposée. 

Gela posé : égalons le moment de la pyramide 
totale y par rapport à la base B G D ^ à la somme 
des momens des deux prismes et des deux pyra- 
mides partielles , par rapport au même plan. 

Soit a la solidité de Tune de ces deux pyra- 
mides y Sa sera celle de la pyramide entière y et 
si Ton nomme x la distance de son centre de 
gravité à la base , on aura 8ax pour son moméint. 

Soit h la hauteur de la pyramide entière , le 
prisme dont la base est E DH ; aura son centre 

1 A 
de gravité élevé, au-dessus de la base, de — . — , 

6t comme sa solidité est 3a son moment sera 

3a — . Le second prisme dont la base est L JS,F, 

4 
aura son centre de gravité élevé au-'dessus du 

4 



\ h 

plan B G D ^® ■^" ' ""(155); et comme sasolî- 

ditéi est 3a son moment sera 3a -7* 

6 

Enfin y si l'on nomme crr' la hauteur du centre 
de gravité de la pyramide LCEF au-dessus 
de la base B C D , la hauteur du centre de gra- 
vité dé la seconde pyramide A L M K sera évi- 

demment jc/ -| , et l'on aura pour la somme 

des momens de ces pyramides : 



aoc -^aiod^ — )j au, h^aoc^. 



On aura donc en réunissant : 



Z ah ?> ah ah 
8aa:==:5 — 7-H 1 h^ajC 



réduisant et divisant par 8 a : 



7 od 



Si l'on supposait que, dans les pyramides 
semblables , les cenires de gravité sont des 
poiais S€imblablement placés, comme les di** 



DE Sx ATIQV E. l85 

mensions de la pyramide LG £ F son; deux fois, 
plus petites que celles dé la pyramide proposée 
A B G D, on aurait ; 



X 



et substituant dans Tëquation précédente y on 
trouverait : 

a:=i — h*^ 

4 

Ge qui nous ferait voir que dans toute pyra- 
mide triangulaire 9 le centre de gravité est élevé 
au-dessu$ de chaque face, au quart de la hauteur 
de l'angle opposé. D'où il est facile de conclure 
qu'il est au point déterminé ci-dessus. Mais ou 
peut parvenir à l'équation précédente sans au- 
cune hypothèse. 

En effet ^ si l'on imagine que l'on ait fait dans 
la petite pyramide L G E F la même construc-*- 
tion que Ton a faite dans la pyramide ABG D, 
en nommant x'' la distance analogue à celle 
qu'on a nommée x' ^ et observant que la hau- 
teur de la nouvelle pyramide n'est que la moi- 
tié de ]a hauteur A de la première y on aura y 
comme ci-dessus. 

^ 1 h al' 
32 2 4 
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et continuant la même construction dans les 
pyramides successives , on trouvera : 



f' 



"32 *4 4 



32 8^ 4 



m 7 ^ 

a: = ~ •► •-- + — - , etc.> etc. 



inS^^a^" y désignant les distances successives des 
centres de gravite des pyramides ^ à. la base* 
Or ces distances diminuent sans cesse « et de* 
viennent plus petites que toute grandeur don- 
née ^ puisqu'elles sont toujours moindres que 
les hauteurs des pyramides dans lesquelles on 
les considère. On aura donc en substituant suc- 
cessivement dans la première équation à la place 
de ai y x'' y a/" etc. , leurs valeurs : 

7 - n h 1 h 

ou ^=^^(» + |+6^+etc.) 
d'où Ton tire a:s=^'Ax~= — À; 

32 7 *4 ' 

X5e qu'il fallait démontrer. 
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Remarque. 

157. Soient quatre niasses égales dont les 
centres de gravité soient placés au quatre angles 
d'une pyramide triangulaire : le centre de gra- 
vité de ces quatre corps est le même que celui 
de la pyramide. 

Car, pour trouver celui des quatre corps , il 
n'y aurait qu'à prendre d'abord le centre de 
gravité de trois quelconques d'entr'eux, lequel 
est au centre de gravité de la face même aux 
angles desquels ils sont placés (i52), et joignant 
ensuite le centre de gravité du quatrième corps 
à ce point , il faudrait diviser cette droite en 
partant de la face en raison réciproque de 3 à 1 • 

Or, cette construction donne aussi le centre 
de gravité de la pyramide. 11 résulte delà que la 
distance du cenjre de gravité d'une pyramide 
triangulaire à un plan situé d'une manière quel- 
conque dans l'espace est égale à la moyenne dis- 
tance de ses quatre angles au même plan. 

La même propriété appartient aussi au prisme 
triangulaire. 

Remarque générale. 

i58. Pour déterminer le centre de gravité 
d'un polyèdre , il n'est pas toujours nécessaire 
de le décomposer en pyramides triangulaires , 
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il se présente souvent des simplifications dont 
il faut profiter. 

Par exemple, on trouvera le centre de gravité 
d^un prisme quelconque à bases parallèles , en 
prenant le centre de gravité de la section paral- 
lèle aux bases , menée entr' elles à égales dis- 
tances : ou bien y en prenant le milieu de la ligne 
qui joint les centres de gravité de ces deux bases. 

Cette proposition est si facile à démontrer di- 
rectement, ou à déduire de ce que nous avons 
dit sur le prisme triangulaire qu il est inutile de 
&*y arrêter» 

1 59. Si l'on considère un cylindre quelconque 
a bases parallèles comme un prisme dont la base 
est un polygone d'une infinité de côtés, il résulté 
de ce que ncrus venons de dire, que le centre de 
gravité de ce cylindre est au milieu de la droite 
qui joint les centres de gravité de ses deux bases. 

1 60. On a pu voir précédemment que le centre 
de gravité d'une pyramide triangulaire, est le 
même que le centre de gravité de la section par 
rallèle à la base , menée au quart de la hauteur 
du sommet. 

Cette propriété s'étend à une pyramide quel- 
conque. Car, si l'on partage la base en triangles 
j>ar des diagonales, et que l'on conduise des 
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plans par ces lignes et par le sommet^ on dé*- 
composera la pyramide proposée «n autant de 
pyramides triangulaires qu'il y a de triangles 
dans la base. Toutes ces pyramides auront même 
hauteur ainsi que la proposée, et par consé- 
quent leurs solidités respectives seront propor- 
tionnelles à leurs bases ou à des sections pa- 
rallêlés faites à même hauteur. Donc ^ si Ton 
coupe toutes ces pyramides par un plan parallèle 
.au plan de leurs bases^ menç ati quart de la hau^ 
'leur du sommet commun^ {Puisque leurs centres 
de gravité respectifs sont les mêmes queceilxdes 
sections triangulaires correspondantes y et que 
leurs soUdités ( ou leurs podds ) sont propor- 
tionnelles à ces sections , 11 s'ensuit que te 
centre de gravité du système de ces pyramides, 
est le même que celui de tous les triangles^ou 
du polygone qui résulte de Içur assemblage. 

Mais, si Ton tire une ligne droite du somment 
au centre de gravité de ce polygone, cette droite 
ira passer 'au cétitre de gravité de la base , et sera 
coupée par le plan du polygone aux trois quarts 
de sa longueur en partant du sommet , ou au 
quart en partant de la base. 

Donc y le centre de gravité d^une pyramide à 
base quelconque y est sur la ligne menée du 
commet au centre de grav^ité de la base , au 
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On voit par là que si trois forces sont en 
^équilibre sur un point , ce point est le centre 
de gravité du triangle formé par les droites qui 
joindraient les extrémités des lignes qui repré- 
sentent ces forces en grandeurs et en directions. 
Garnie centre de gravité du triangle est le même 
que celui de trois corps égaux dont le^ centres 
sont placés aux trois angles. 

Et de même , si quatre forces sont en équi- 
libre autour d'un points ce point est lé centre 
de gravité de la pyramide triangulaire formée 
par les six droites qui joignent les extrémités 
des lignes qui représentent les quatre forces en 
grandeurs et en directions. 

Et réciproquement , il y a équilibre feutre 
trois forces exprimées par les distances des trois 
angles d'un triangle quelconque ^ au centre de 
gravité de ce triangle j et de même , entre quatre 
forces représentées par les distances des quatre 
coins d'une pyramide triangulaire quelconque ^ 
au centre de gravité de cette pyramide* 

Mais voici une conséquence plus générale^ 
si l'on suppose que toutes les molécules éffleî 
d'un corps de figure quelconque y soient atdrées 
vers un même point par des forces propor^ 
tionnelles à leurs distances à ce point ^ et qu'il 
y ait équilibre ; ce point sera nécessairemeot 
le centre de gravité du corps^ 

Et 



Et réciproquement y si le point Vers lequel 
toutes les molécules sont attirées proportion- 
nellecaent à leurs distances est le centre de gra« 
TÎté du corps 9 il y aura équilibre; et le corpé 
ne pourra prendre aucun mouvement en vertu 
de ces attractions. 

C'est le cas de la terre dont les molécules inté- 
rieures pèsent vers le centre^en raison des sim pies 
distances. Ainâi > toutes les forces d^ la gravité 

se ibnx équilibre autour dujcentre de la terre. 

II. 

i63. 601T une x^ourbe plane quelconque ABG Fîg. 45. 
qui tourne autour d'uç axe PZi situé dans son 
plan ; de maniérée que tous les points de la jcourbe 
demeurent toujours aux mêmes distances de 
cet axe^ cette .courbe engendre une surface que 
l'on nomme si^rface de révolution. 

Pour en déterminer l'aire^ on peut remar*^ 
quer que chaque élément ^/.f de la courbe gé- 
nératrice produit une surface de cône tronqué 
dont l'aire est égale au coté ds multiplié par la 
circonférence' du cercle que décrit son milieu ^ 
ou so,n centre de gravité / , autour de l'axe P Z. 

Donc 9 si l'on suppose tous ces élémens égaux^ 

la surface entière sera égale à leur somme mui- 

tipliée par l?i circonférence moyenne entre 

« celles q^e décrivent ^us leurs ^centres de gravité* 

'"*""•'" N 
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Mais cette moyenne circonférence a pouf 
rayon la moyenne distance de tous ces points 
à Taxe de révolution , ou bien (i38) la distance 
du centre de gravité de la courbe au même axe; 
donc on peut dire : 

Que Paire dfune surface de révolution est 
égale à la longujRur de la génératrice y multi" 
y liée. par la circonférence que décrit son centre 
de gravité y autour de taoùe de révolution. 

On voit de la même manière que si plusieurs 
courbes situées dans le même plan^ tournent 
autour d'un axe situé dans ce plan y la somme 
des surfaces engendrées est égale à la somme 
des génératrices y multipliée par la circonfé- 
rence que décrit le centre de gravité de leur 
système. 

Mais> il faut observer que lorsque la généra- 
trice ou les génératrices ne sont pas situées en 
entier d'un même côté de l'axe , l'expression 
précédente ne donne plus que la somme des 
aires engendrées par les parties qui sont d'ua 
côté de cet axe , moins la somme des aires. en- 
gendrées par les parties qui sont de l'autre coté. 

i64« On peut appliquer aussi la théorie des 
centres de gravité à la cubàture des solides de. 
révolution. Et il n'est pas difficile de voir que 
le "volume d^un solide de révolution est égala 
Faire de la section génératrice multipliée par la 



circonférence tjue décrit son centre de gravité 
uutourde Paxefixe.^ _ 

En effet, si l!on considère un rec^ngle hcde Fig. 44. 
qui tourne autour de l'axe P Z. parallèle à l'un 
de ses côtes b e, il est claif que le aolide eogçjjt^Çp 
par ce rectangle est çg^l à la diffèrenoe ,de d.e||^ 
cylindre^ de aiépiç hautèuv. cd, et dont f un, a 
pour rayon la distance, c a du côté cd. àJ'^xe 
fixe; et r^tutre, la. . (ii^tapce bà du côté^e, 
au même aiçe. (Ce so}ifJ,e.pstjj^opcpxprin^é pajr 

( ^ac.: — «-.aè".) cd^i-en nop^mant 4k *J^ ropr 
.port4€ la circoAfërenc0. au diamètre. Si Tonmç^ 
ca^ — cby à la place; 4« i^^ r l'^^pr^W^J? tPVj»:^ 

cédénte deyient:4^ ( 2^cxi!^é — èc ^O^i ou 
fe çxc4x ^^X^c— .-- )i c'est-à-di^p ^Çg?l® 

au rectangle Jcrfè mullipïié' |>àir'!â cilrcdùfôî- 
rendédécrite d*ùn rayon moyen êhtréîes r^ybili 
ca^ihd'y ou bien égalala'distaiïce du-cëtiïrédè 
gravîté du paralléWgràfntne à l'^xe derëvolùtîon. 
'- Donc, si l'on conçoit 'là^'séction génératrice 
Z M N comme partagée èji ùfeîe infinité de petits 
rectangles égaux ,- On po'ut-ra dire que le solide 
total'Ctigendré est égal à laf sbrame de tous ces 
rectangles, ôii a Faire de la section Z M N mul- 
tipliée paria circotiférencé tnoyenne entre toutes 
celles que décriv^ént leurs centres de gravité 
autour de l'axe. Mais cette moyenne circonfé-* 
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ivnBce a pour rayon la naoyeaiie distance de 
tous ces points au même axe^ ou la dist&ftoedii 
centre 'detgeavité à cet axe ; donc, etc. 

i65. On pourrait voir encore, par un raisoo- 
nèrùOTt à peii près semblable au précédent , 
que^^ si une surface plane terminée par une 
coûAe quelconque , se meut dans Tespacc , 
dé maûière que son plan soit toujpurs ( au 
'même point ) perpendiculaire à une courbe 
qiielcoîïqué à dôùMfe d)urt>iïré , ié* sblide en- 
-gjend^é est égal à Taire de là isurface généraptrioe 
mukipliée par la longnéur ^le ia ^4MrW €|fiie pun 
TCourt 9W<»pftre de gravité. - '^ '" 

Mf^i$yi[iom^e »ous arrê tero99^pa»À<lémQ9tiPer 
cette proposition que l*Qp pourrait déduire aussi 
)nW <j[tlê les précédentes, deà formules Vidnnues 
jioim:; les ^ntTfes: de gravité. Nous' nfs ;iecoiU 
mèipei fmcu^e 9'pplî^atipii parti/;i;lière..dex^te 
^héofie ^m: wrfwe^.ret aux ^ide^ djQnt.pn ^ 
WPïjédiaieiw»; .la ^mç^uTje.jefl géométriet WpJU* 
^^\d but était de ,nxontrer..f:p Xf^pproch^sinent 
r|eriaai*qi;^abjiie ;4e con^ddératioQS ^ui p^rai^nt 
d'abord étrangères eufre]Q^s, mai^ .f{iû .js'ten^ 
chaînent comme .tQUteç les^que^stipus .§ojail4^^ 
aux mathématiques , <et^e fpnrient,, pwr -fwsi 
dire , les unes dans les autres >,lorâqu'^n éciœt^ 
up. instant et les idées et les ,noms que Tol^cf 
particulier de chaque question nous r^pp^^ 
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CHAPITRE IV. 

I 

Des Mac hines. 

166. Çjtf définît ordinairement les Machines 
des instrumens destinés à transmettre l'action 
des forces. 

Sous ce point de yue général y tous les corps 
de la nature sont des machines y parce qu'ils 
dont propres à transmettre l'action des forces 
qui leur sont appliquées. Mais lorsque des fqrces 
réagissent les unes sur les autres y par Fititer*^ 
mède d'un corps ou système parfaitement libre y 
il est impossible qu'elles se fassent équilibre y 
à moins qu'elles ne remplissent les conditions ^ 
que nous avons établies précédemment : or au 
mojen des machines proprement dite^^onipeut 
mettre en ^uilibre des forces quelconques qui ' 
ne satisfont pas à ces conditions ; et par consé^ 
queut > pour mieux caractériser les machîaes y 
et les distinguer des autres corps ^ on pourrait 
les définir des instrumens propres à mettre en 
équilibre des ibrces de grandeurs etde dinecf 
tion^ quelconques* - :' 

Mais si des forces incapables de se faire équi-r 
libre siH* un -corps eûtièremtm Jibne y ^miTcnft 
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néanmoins se faire équilibre sur une machine 9 
il faut en conclure que les corps qui forment 
les machines ne. sont pas entièrement libres ^ 
mais sont gênés pat* des obstacles qui les empê- 
chent d'obéir au mouvement que les forces ten- 
dent à leur imprimer , et leur imprimeraient 
réellement s'ib étaient libres. Ainsi, l'on voit 
que les machines en général^ ne sont autre 
chose que des corps ou systèmes gênés dans 
leurs mouvemens par des obstacles quelconques» 
Il p'est pas difficile de comprendre , d'après 
cela.,; corbment des forces de grandeurs quel- 
conques peuvent se faire équilibre siir de tels 
corps; car il n'est plus nécessaire que les forces 
résultantes soient nulles d'elles-mêmes, mais 
il suffit qu'elles se dirigent vers les obstacles 
qui tes détruisent par leurs résistances. Ainsi , 
à. l'aide d'un corps solide qui s'appuyerait, par 
exemple , contre un point fixe , une force mé- 
diocre ferait équilibre à une très-grande force , 
si elle était disposée à l'égard de celle-ci , de 
manière que leur résultante commune fût di- 
rigée vers le point fixe ; d'où Ton voit que la 
plus petite force seule ne fait pas équilibre à 
la pliis grande, ce qui serait impossible ; mais 
qu'elle ne sert, en quelque sorte, qu'à détourner 
reffort de la plus grande, et à le faire passer 
avec» le sien propre combiné > vers un obstacle 
invincible. ' 
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Au fond 9 lorsque l'on fait équilibre à une 
puissance quelconque y à Taide d'une machine ^ 
on emploie réellement plus de force qu'en ap- 
pliquant directement une force égale et con-? 
traire à celle qu'on veut détruire, si Ton compte 
la résistance de l'obstacle pour une force. Mais 
comme ces résistances qui proviennent des obs^ 
tacles sont par elles-mêmes incapables de pro- 
duire du mouvement , et ne peuvent servir qu'à 
le détruire, nous n'en tenons pas compte, parce 
que nous ne Repensons réellement que la force 
appliquée. Au reste, dans la théorie de l'équi- 
libre des machines , rien n'empêche de consi- 
dérer les obstacles comme tenant lieu de forces 
égales et contraires à celles qu'ils détruisent 
actuellement ; et si Ton conçoit qu'on ait ainsi 
substitué à la place de ces obstacles , des forces 
qui représentent leurs résistances actuelles, ce 
n'est plus entre les seules forces appliquées 
qu'il y a équilibre , mais entre les forces ap- 
pliquées et les résistances; de manière que les 
lois de l'équilibre des machines deviennent les 
mêmes que celles de l'équilibre des corps par- 
faitement libres. 

C'est d'après cette considération , que nous 
avons trouvé à la fin du second Chapitre , les 
lois de l'équilibre de corps assujétis à diverses 
conditions particulières. Ceux qui auront lu 

4 
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cet ahiclé , verront que nous aurions peil de 
chose à y ajouter ici, et qu'il renferme d<B U 
manière la plus gtkiérale la théorie de l'équi- 
libre des trdis machines simples aùiquelles on 
peut aisément rariienèf" toutes les autl^esj màis^ 
en faveur de ceux qui veulent étudier lés ma- 
chines d'une mianièrè plus élémentaire y nous 
allons entrer dans les détailis convenables. 

167. NôiJè réduirons le^ iiiàcKinès siAnplèsî 
trdis prîiici pales, que roii peut cdfasidérer, si Toti 
veut, dans Tôrdi-e suivant , eii égard à latiâihlie 
dé rbtstâcle (jui gérié le mdiivement dil côr^i : 
lé levier^ le tôuir et le plan incliné. 

Dans la première mahhine , l'obstâclè esltlil 
}^p\nt Jixe autour duquel le corps a la liberté 
Hé toiiruei- eti tous Sens: 

Dâfaà la §econdë, Tôbsiaclè est une ligne fixe 
5Îutbur de laquelle tous les points du corps n'ont 
que lé liberté de tourner dans des plans paral- 
lèles étitr'eiix. 

Càns là troisième , l'obstacle est un plan 
inébranlable contre letjiiél le corps s'sippuie , 
et sur lequel il à la liberté dé glisser. 

Gomme on n'a d'abord considét-é cette dèr- 
nière machine, qiie par rapport aux corps pesans 
retenus en équilibré sûr dès plans qui font uii 
àn^ie aigu avec l'horizon , on lui a donné et 
elle a gardé le ûom dé plan incfiné. 
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NôtlS pâfléfonis sticcessiYement de ces trois 
TùacMùéi y et de qttelqttfes-uiies qui s'y rap- 
pùttètïti i âôû% Vu^a^e ^st le pins fréquent. Ndiife 
feroDs abstraction des diverses circonstance^ 
physiques qui pisix^em influer siit l'équilibre ; 
telles que le ftmte^iêht des corps les un^ sur lés 
atltrëâ i et h tbidëii^ de^ csordes au moyen de&^ 
quelles les forcée trattsitièttent leuir action aul 
divers pbitit^ de la mdchitiei Ainsi l'on suppo- 
iera que l'âctioti dt ehaqùé fdrce se transniét 
suivant l'àië de là ê5rdë à laquelle elle éit appli^ 
^ée ^ de hiÀnièhé qUfe Ton pourra considérer 
les cordés fedrîiUê dès fils jiàrfaitenlént flexiMes 
etitiett^toâîbl^à. On verra îhôilement dans quel* 
cas et cbhitiitsht ondoit avoir égard aux dihmétref 
des cOrde^w Au reste ^ boUs parleront plus loin 
de ce^ sbi*té5 d'ibsthuitiens qu on a fnis au rang 
deé ihacHîn)?^^ et qu'on nonime machines Jkni' 
cuiattes-; cë^qUé hôtià en ayons dit ici suffît {^OMr 
notre objet 

DuLevier, 

168. Soient deux forces quelconques P etpig. 45. 
Q > appliquées immédiatement ou suivant des 
cordons , aux deux points A et B d'un levier 
A F B de figure quelconque : soit F le point 
fîxe^ autour, duquel le levier a la liberté de 
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tourner y et qu'on nomme ordinairement le 
point d appui : on demande les conditions de 
réquilibre^ en faisant d'abord abstraction de 
la pesanteur du levier. 

■ Du point F j'abaisse sur les directions des 
deux forces P et Q, deux perpendiculaires 
F H , F I , qui rencontrent ces directions pro- 
longées , s'il est nécessaire , en H et I ; et re- 
gardant ces deux points comme invariablement 
liés aux points A et B ^ je suppose que les deux 
forces P et Q -y agissent immédiatement* 

Cela posé 9 j'applique au point F deux forces 
contraires P' et -^P , égales et parallèles à P ; 
et y au même point F y deux autres forces con- 
traires Q' et — Q, égales et parallèles à Q. 11 est 
clair que le levier reste toujours dans le même 
état : mais l'on peut considérer actuellement > 
au lieu des deux forces primitives P et Q , 
lo. deux forces P' et Q' respectivement égales et 
parallèles à ces forces y et de même sens y mais 
appliquées en F ; 20. deux couples ( P, — P), 
(Q, — Q), dont les bras de levier sont F H et F I. 

Or, la résultante des deux forces P' et Q' 
est toujours détruite par la résistance du point 
d'appui, si l'on suppose le levier invariable- 
ment lié à ce point , de manière qu'il ne puisse 
prendre qu'un mouvement de rotation autour 
de lui. Mais le couple résultant des deux cou- 
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pies ( P , — P ) et ( Q , -^Q ) ne peut jamaU 
être détruit par ce point fixe ( 74 )î ^^ par con- 
séquent il faut y pour l'équilibre y que ce couple 
résultant soit nul de lùi^-même, ou que les 
deux couples composans ( P, — P ) et ( Q — Q ) 
soient équivalens et contraires. Ces deux cou- 
ples doivent donc se trouver dans des plans 
parallèles y et par conséquent dans le même 
plaçi y puisque leurs plans se rencontrent déjà 
au point F ; en second lieu y leurs momens 
PxFH, QxFI> doivent être égaux , et ils 
doivent tendre à faire tourner en sens con- 
traires. 

Donc^ pour P équilibre du levier y il est né-f 
cessaire et il suffit : i®. que les deux forces 
T et (^ qui le sollicitent y soient dans un même 
plan as^ec Vappui; ^^. que leurs vfioyiens par 
rapport à ce point soient égaux ; 3°. qu^elles 
tendent à faire tourner en sens contraires* 

A l'égalité des momens P x FH = Q x F I , 
on peut substituer la proportion P : Q : : FI : FH, 
qui exprime que les forces P et Q doivent être 
en raison réciproque de leurs distances au point 
d'appui. 

De la charge du point d'appui. 

169. Dans le cas de l'équilibre ^ l'appui n'est 
pressé que par les deux forces P' et Q' qui y 
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sont irnnp^diatement appliquées ; car les deux 
ooupifis^ ( P, — P ) > ( Q, — Q ) éunt on équi- 
libre d'eux-mêmeB y c*e^t-à-<iire y même en 
supposant que le lerier ne soit pas soutenu ^ 
il eât clair qu'ils ne peuvent nullement charger 
le point fixe* 

Ainsi la pression qi/éprouve le point ^ appui 
est absolument là Même que si les deux forces 
1? etQsy transportaient parallèlement à elleS' 
mêmes , sans changer de grandeurs ni de sens. 

170. Si Ton achève sur les côtés F P', F(^ 
qui représentent les forces P' et Q' , le paral- 
léiograme F Q' R P' ., la diagonale F R repré- 
sentera donc la charge R de Tappui^ et par con- 
séquent^ si la résistance de cet appui n'est pas 
indéfinie y on pourra juger de quelle résistance 
il doit être capable y pour n'être pas entraîné 
par l'action des forces P et Q qui sollicitent 
le levier. 

Gomme les forces P' et Q' sont parfaitement 
égales et parallèles aux forces respectives P 
et Q , et de même sens , les trois côtés et les 
trois angles du triangle F R Q' ^ ou du triangle 
FRP', représentent les six choses que l'on 
peut considérer dans le levier j savoir : les deux 
forces P et Q » la charge R de 1 appui y et les 
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iDctifiiaîlsoas mutueiles des dârectioBs ' de ces 
Croîs fopcea. 

Donc y si Ton connaît trois -quelconques de 
ees six choses 9 pourvu •qu'il y «être la gran- 
deur de ym$% des foicoes P, Q , R, on pouiVa 
trouver lets trois «autres y de la même n^anière 
que l'on résoudrait ie triangle F RQ*. 

171» Ofiscii voNs que 4(Hit ^ que nous avons 
dit a lieu y quelles que soient ia fig«^e4u levier 
et les dispositions mutuelles dies «forons P «t Q ^ 
et du point d'appui* 

Si les forées P ^t Q sont (>aratlèiepj) 00 peut Fig. 46. 
meDer^àkiL point fixe isne perpendiculaire cofii^ 
mune IK ^ifer leurs directions y et cqs deimx 
fiances devront «être, en ra&son réciproque 4^ 
parties Ï*H et V\y comprises enjtre leurs 
dir^eetions et FappuL 

. Làh jeb«*ge -de ice poiii^t sera ^gf4^ à 'la ^somi^sé 
d«s forces P-4^Q> ^u k leur di^rence P-*<Q^ 
selon ^qu'elles seront toutes 4eux de même, 
sens ( fig* 46 t) y ou de sens^comraîires ( fig. 4? )• 
Lorsque le levier est droit , le^ parties H f*- 
et F 1 sont proportionnelles aux parles A F 
et iB(F 9 'qui sont les distances des points d'ap-* 
pUeatioQ des forces au point d'appui y distances 
comptées sur le levier lui-môme , et que Ton 
nomme proprement /e^ brifs de levier^ ^tpar 



conséquent 9 dan^ l'équilibre du leyiei* àpoit$ 
les forces sont réciproques à l^urs bras de leyier- 

• 

172. Si Ton veut considérer l'une des deux 
forces P et Q , la force P, par exemple,, comme 
scelle qui tend à donner le mouvement à la ma- 
chine , et que l'on nommera la puissance , et 
l'autre force Q, comme l'effort qu'il faut vaincre, 
et que l'on nommera la résistance y on pourra 
distinguer plusieurs espèces de levier ,. suivant 
la place qu'occupe le point d'appui F , relati- 
vement à ces deux forces., . 

Si l'appui tombé entre la puissance . et la 

Fig. 46. résistance, on aura le levier de^Ja première 

espèce , où. lapuis^nce a d'autant plus. d'avan* 

lage, que sou bras de.levier AFiestipIuslong* 

Si l'appui laisse la résistance Q entre lui et 

Fig. 47* la puissance P , on aura le levier de la seconde 

espèce , où la puissance a toujours de J'avantage. 

Enfin , si la puissance tombe eùtre le point 
Fig. 48. d'appui et la résistance , on aura le levier de 
la troisième. espèice, où la puissance a.toujour9 
du désavantage. . 

Mais ces différens leviers reviesoinent tous au 
même sous le rapport de l'équilibre. De quelque 
manière quje la puissance et la résistimee soi^bt 
disposées entr'elles et à Fégard du.pointd'apr 
pui , si on les transporte toutes deux parallèle^. 
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ment à elle»-mém^s en ee point f il faut tou- 
jours que les deux couples qui en naissent 
soient ëquivalens et contraires : ainsi les dis- 
tinctions précédentes sont inutiles dans la 
théorie , et ne peuvent servir que dans le 
discours. - ' ' ' : 

( • . • * 

t 

173. Supposons actuellement que le levier 
soit sollicité par un nombre quelconque de 
puissances P ^ Q , Ky etc. toutes situées danf Fig. 49* 
un même' plan avec le point d'appui F. En 
abaissant de ce point des perpendiculaires ÎF H, 
FI,FK, etc: sur leurs directions, et consi- 
dérant chaque force P comme transformée en 
une autre égale ,' parallèle et de même sens , 
appliquée en F , et en un couple ( P , — P ) 
qui a poup bras de levier la distance F H de 
cette force au point fixe; on verra, comme 
ci-dessus , que la résultante de toutes les force» 
transportées sur le point fixe , est toujours dé- 
truite par sa résistance; mais que le couple ré- 
sultant doit être nul de lui-même pour Téquî- 
libre, comme si la verge était parfaitement 
libre : d'où Ton conclura que la somme des 
Hiomens PxFH, QxFI, RxFK, etc. 
doit être égale à zéro; en comptant comme 
positifs tous les momens des forces qui tendent 
k faire tourner dans un sens , et comme 




tifs, lea mcwae»^4p ç^Upsqyi i^a^^fft è feîf? 
tx)un:ier dms h seia^ fîpntraîriB. 

On troiiyer^ au^s^ q^ 1^ ipharge diji po^ 
i'appui est ai^eoluqiem la méjn^ qne sji ipiuite» 
les fiorces s'^éiaiepit Jr^^sp^rt^e» parallèl^i^ent 
à elles-mêmes en ce point, sans changer de 
grandeurs ni de sens* 

174-S^ leçliçKrces P, Q, R, etc. agi^fiaient 
4ma de^ pfeps 4^éf^fi9 on v^erraU /Iç J^ i»éflie 
li^ani^re .qu'^^ trap^orta^t j(ou{^^ ç^ ^Q^!^ 
pajrallèleiiij^ei^^ à ^Lèsrmép;^es i^^ ^<^ni ^xe , tou» 
les coupjks qui jen prov^en^/ent jiqi.^pnt ^donner 
wi ço^pJle r/éftWtant p^l d,e luirmiên^^ , ,ou f^ 
yept ilrie en éqvyibre ,ç$iftr'jBux. 

llsds po^r ezp^^nier Cjet^te /cQii4\tîpiiL'> il faut 
14 troi$ ^îitipns qui -e?|^;piBftenjt quçjfi^so^itoç 
dea monxeAs 4es forcées. , ^ti^Q^ p9i* r^j^rt 
9L .twis a:^es qw ^e ,cw>içi9nt 4?»^ l'ejsf^ace w 
poin,t4'appui , jsçit nu^^ i^ell^^mêm^ h i'égari 
de chacun de c€^ a^s* 

Sur quoi l'o». peut lol^servier que IgiSAjrcismM 
peuv,enit ^U*^ r^ei^és d'une iftanière queleoAque 
par k powt fîixé j ^our?^ qu'iis çie .^ient paa 
dans vn .mêjQOjs plan , car les trois équations 
pr^édentes n'assurerai^t pas alors S'équilibre 
du corps. 

jusque 1^9 couples qui naissent des for6es 

transportées 



^ramipûlt^^ ^u ^^VX &^? % doivent être en 
QquiUb?^ d'^^iç-wçme^; Ua çiw^Û que les forces 
ap{ltiqué^ aux divers poiiit9 du Içriei', doivent 
W réduirç ftu?. mêniç> forçjç§> mais réunies pa- 
r^U^lçn^ent à e.Ues*rméwe$ au ppiut d'appui ; 
e% par çpn^equent qu peut exprimer la loi ge- 
ixérj^e d,ç réqui]it|tre du Içyier , en disant que 
les forces appliquées doivent avoir une résul- 
tante uni<jue qui passe par le point fixe : pro* 
pp$itiou qui parait assç% évidente d'elle-même » 
^t duut pu part ordinal reççiçnt comme d'un 
ilîLiôwç ,, pour arriver «mii cçnditipns préçé- 

« 

A 75- Ji^^qu'ïçix^QWavou^Cwt abstraction de 
fe pe^Wtwr 4^ levier. Si l'oû veut y savoir 
égiir4 f il f^4ra considérer le poids de la vergç 
oçymija^ une nouvelle force s^ppUquée en ^on 
^Utre de gravité , suivant une direction ver- 
Û<^ } et Von çqiulûn^r^ cette force avec }e$ 
2|utreâj| d'aprèçi ce que uous avqns dit ci-dessus^ 
gourme si. )e levier étai^ $aus pesanteur* Ainçi 
l'çm vçitque, dai?§ le casj^ par exeuiplej^ où 
toutes les forces et la directiou du poids du 
levier %e trouyeut d^iof un même plan avec 
V^PP^ 9 Ç'^^ ^ ^omrue de tou$ les momeus^ 
^ y QOiuprenant celui du pQid^i qv^i dçiti çtrQ 

O 
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Donc y SI l'on veut employer un levier dont 
le poids n'entre pour rien dans Féquilibre des 
forces, on n'aura qu'à le placer de telle sorte, 
que la verticale , abaissée de son centre de gra- 
vité , tombe au point d'appui : alors le moment 
du poids étant nul de lui-mêmie, on n'aura plus 
à considérer que les momens des forces ap- 
pliquées. 

176. On a supposé que le point E du levier 
était arrêté dans tous les sens, de manière que 
le levier ne pût avoir qu'un mouvement de 
rotation autour de lui : pour se procurer un 
tel point au-dedans d'un corps , on le traverse 
ordinairement par un aissieu, ou cylindre in- 
flexible d'un diamètre quelconque ; et lorsque 
le corps tourne autour de ce cylindre , il est ab- 
solument dans le même cas que s'il tournait 
autour de son axe considéré comme une ligne 
fixe; et tous les points d'une même section plaoïe, 
qui est faite perpendiculairement à l'axe , et 
dont il résulte un cercle dans le cylindre , sont 
dans le même cas que s'ils tournaient autour 
du centre de ce cercle. 

A la vérité, dans la disposition précédente | 
le levier n'a point la liberté de pirouetter en tous 
sens autour du point fixe ; mais lorsque les forcer- 
qu'on y suppose appliquées, sont toutes dans 
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un plan perpendiculaire à Taxe autour duquel il 
peut tourner , les lois àe Téquilibre y sont par- 
faitement les mêmes. Au reste , on pourrait pé- 
nétrer la verge par une sphère fixe qui la tOu- : 
chat au moins en quatre points, de manière que 
ces quatre points fussent comme les points de 
contact d'une pyramide circonscrite à sa sur- 
face. Le levier alors, en tournant autour de 
cette sphère, pourrait être considéré comme 
3'il tournait iauiour de son centre. 

Mais le plus souvent le levier ne fait que 
poser sur Fappui fixe , comme on lé voit fig. 46 > 
47 y 4^* Alors les conditions données plu^ haut 
ne suffisent plus, pour l'équilibre ', abstraction 
faite du frottement. 11 faut, non seulement que 
lesrforces appliquées aient une résultante unique 
qui passe au point d'appui, mais encore que 
la direction de cette résultante soit normale à 
la surface de contact du levier avec l'appui : 
car* si elle tombe obliquement sur le plan tan- 
gent à cette surface, on pourra la décomposer 
en deux autres, l'une perpendiculaire, et l'autre 
parallèle à ce plan : la première sera ■ déî- 
truite ;.mais la seconde obtiendra son effet, 
etfera glisser le levier sur l'appui, comme on le 
verra à l'article du plan incliné* 
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De la balance. 



Fig. 5o* ^77* I^^ iialance ordinaire est un levier du 
(iromiw genre 9 ^nx extrémités duquel sont 
suspendus par des cordons deux bassins des^ 
tin4s II recevoir les corps dopt on Veut ocun^ 
•parer les poids. On dispose ordinairement cette 
machine de manière que son centre de gravité 
passe parla verticale menée par le point d'appui 
F f et que les bras de levier F A et F B soient 
parfaitement égaux. Alors on. est sur qwe deux 
corps graves qui se font équilibré dans les bas* 
inns 9 ont des poids parfaitement égaux f et par 
conséquent renferment des quantités égales ds 
«aatiére. Ainsi , en prenant le poids d^un coqps 
quelconque pour unité y on évaluera les massas 
respectives des différens corps y en ^erebant 
à .combien d'unités de poids ils font équilibra 
Poor qu une balance soit bien juste , il faut 
donc 9 en premier lieu , que son centre de gra- 
!vité tombe dans la verticale menée par le point 
d*appai. * 

G'est ce que l'on vérifie sur-le-champ , en 
examinant si la bdance est en équilibre d'elle-* 
même , c'est-à-dire y lorsque les bassins sont 
vides ; et si cela n'a pas lieu , on rectifie aisé^ 
ment la balance à cet égard ^ en attachant à 
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Fun des bassins où des bras de levier un pùid^ 
4x>ïivenable qui f {ti&lisse l'ëqùilibre. 

II faut j en second lieu y que le point d'appui 
divise le levier ou le fléau en deux parties par- 
faitement égales ; et cette seconde condition 
est la plus importante. 

Pour voir si elle a lieu y on n'a qu'à mettre 
deux corps en équilibre dans les bassins^ et les 
changçr ensuite de place. Si les bras de levier 
sont égaux , l'équilibre doit subsister encore ; 
car les poids qui se sont fait équilibre y sont 
égaux aussi y et il doit être indifférent de les 
éhanger de bassins. 

Mais si lés bras de levier sont inégaux y l'équi^ 
libre sera détruit ^ car les poids qui se sont fait 
équilibre y sont en raison inverse de ces bras 
de levier : or ^ en les changeant de place ^ le 
plus grand poids agira à reltfémité du bras de 
levicir le plus long y et par 6ett^ doublé râisûii > 
entraînera nécessairement l'autre. 

La balance alors sera fausse ^ et l'on ne pourra 
la rectifier qu'en changeant le point d'appui y 
ou le point de suspension de l'un des bassins: 

On pourra néanmoins s'en servir, et connaître 
par deux épreuves le poids véritable d^un eôf ps. 

Car, soit P le poids inconnu du oorpS; m 
eif les deux bras de la balance; et suppoêons 
que le piods P ^ placé dans le bassin qui ni^ 

3 
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pond au premier bras de levier x ^ fasse équi- 
libre s^ un poids connu A placé dans l'autre 
bassin^ on aura : 

P a: == Ajr. 

Mettons actuellement le poids P dans le 
bassin qui répond au bras de levier j^ j et sup- 
posons qu'il fasse équilibre à un poids connu B 
placé dans l'autre , on aura : 

Multipliant ces deux équations membre à 
membre 9 il vient : 

* * 

P^ == A D; d'oà P = VXbT 

C'est-à-dire ^ que le poids du corps est moyen 
proportionnel géométrique entre lés deux poids 
auxquels il fait alternativement équilibre dan» 
les deux bassins de la balance. 

De la Poulie. 

178. L'équilibre de la poulie se rapporte 
naturellement à celui du levier, 
îg, 5i, La poulie est une rouç circulaire AB K^ 
mobile dans une chappe G N^ autour d'un axe G» 
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Une partie A B de sa circonférence est enve- 
loppée par une corde PABQ dont les deux 
extrémités sont tirées par deux ' forcés P et Q. 
Si l'on mène les deux rayons G A et G B aux 
deux points extrêmes de contact , on peut re^ 
garderies deux forces P et Q comme appliquées 
aux extrémités d'un levier coudé A G B , dont 
les deux bras sont parfaitement égaux ; et par 
conséquent il faut , pour l'équilibre , que les 
deux forces P et Q soient parfaitement égales. 

Pour la charge du centre G de la poulie , 
elle est la même (169) que si les deux forces 
P et Q s'y transportaient parallèlement à leurs 
directions , en P' et Q'. Ainsi , en achevant sur 
les deux lignes GP'et GQ', qui représentent 
leurs grandeurs , le losange F G Q' R , la dia- 
gonale G R représentera la charge R du point G. 

Mais si l'on joint A B^ on formera un triangle 
isoscèle A G B , semblable au triangle P' G R ; 
et par conséquent l'on aura : 

FouP:R:: AG: AB. 

G'est-à-dire , que Pune des deux forces P 
et Q appliquées à la corde , est à la charge 
que supporte Vaa^ de la poulie , corhme le 
rayon de la poulie est à la sous-tendante de 
Parc embrassé par la corde. 

4 
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1 79. Supposons que l'axe , au lieu d'élrfe fixê^ 
soit retenu par une force égale et contraire a 
la pression qu'il ëprouVe , et que rextrémité 
Kg' 52. du cordon A F , au lieu d^être tirée par la 
force P , soit invariablement attachée à uti point 
fixe F y l'équilibre de la poulie ne sera point 
* troublé, et le cordon demeurera toujours tebdû 
de la même manière* 

La j)uissance Q sera donc à la force qui re- 
tient le centre de la poulie , ' dans le même 
rapport que ci-dessus. 

Ainsi ^ en considérant uû poids ^ attacnè 
à la chappe C N par un cordon dirigé ters le 
centre de la poulie , on aurait la puissance t^ 
çui tend à faire mbnter le poids , est n ce pùidsp 
comme le rayon de la poulie est à la sous-ten^ 
àunte de Parc embrassé parla corde. 

LfOrsque l'arc est ég^l au tiers de, la demi- 
circonférence y la sous-tendante A B est égale 
au rayon , et la puissance est égale à là ré- 
sistance. 

Lorsque les deux parties de la corde sont 
Fig. 53. parallèles , là sous-tendante AB est double du . 
rayon , et la puissance n'est que la moitié de 
la résistance. 

C'est le cas le plus favorable à la puissance , 
puisque le diamètre est la plus grande corde 
du cercle» 



Du fotTK. 

180. Le tùur m gêàérkX ^ est y wmm^ noui^ 
Ttv^fts dît 9 Uû corps 80li4« de figure qu^^ 
mnque qui â'â quô. fei iibert^é diiï tourna' àuiidui' 
d'uûâïefitt» 

les ans 9 est un tylinAte ^VL% bases dtiquel 00 
àrdaptè ordiûâiremeùt deùt HUtres eyimdre» d« 
ttème aie, mais d'un diamètre plu* petit, et 
que Fôu uômme tôunlhns. Ces touriiteui w- 
pDSeut Sûr deux appuis fixe» F et H j et I0 cy-* 
tiudreén tôutuàut sut^ ses toutîUoùs, e»l ftbWH 
lutueui daMie même cas que s'il tourtiftitiiutx^uf 
de sou aie considéré comme une ligue fite. 

La résistâuce que Toû Se pWpOse de. vaincre j 
ou le poids Q que ï'ôu Véttt élever, est appliquée 
à une corde qui s'enroule ^utour du cylindre , 
tandis qu'une puissance t^ le feit tourner , soit 
en agissant par une corde G P tangentiellement 
à une roue ( G B ) perpendiculaire à l'axe de ce 
cylindre ^ et solidement lié avec lui ; 80it en 
agissant à l'extrémité d'une barre qui traverse 
le cylindre à angle droit , soit au moyen d'une 
manivelle, etc. etc. 

Les dént>minations du tour varient suivant 
l'objet auquel on le destine, et suivant sa posi-« 



lion. On le nomme ordinairement tour ou tnml 
lorsque Taxe du cylindre est horizontal , et 
cabestan lorsque l'axe est vertical , et qu'on se 
sert dé barres pour y appliquer . la puissance. 
Mais 9 quels que soient l'objet et la position de 
cette machine 9 et dé quelque manière qu'on lui 
communique le mouvement , les conditions de 
féquilibre y sont toujours les mêmes. Ainsi 
nous la considérerons , pour plus de sicnplicitéi 
sous le premier aspect. Nous supposerons que 
l'axe AB du cylindre soit horizontal , et par 
conséquent , le plan de la roue vertical ; que 
là puissance^ P agisse suivant une direction 
tangente en un point donné G 9 à la circonfé- 
rence de la roue; et que la résistance Q agisse 
dans un plan parallèle à celui de la roiie, sui- 
vant une direction verticale tangente à la sur- 
face du cylindre y ou plutôt à la circonférence 
de la section circulaire D I O faite dans ce cy- 
lindre au point D de contact. 

Il s'agit de déterminer d'abord , le rapport 
de la puissance à la résistance dans ie cas de 
l'équilibre ; et en second lien 9 ^^^ pressions 
qu'éprouvent les appuis F et H qui soutiennent 
les tourillons. 

Soit B le centre de la roue; A celui de la sec- 
tion D 10. Menez les rayons C B et D A qui 
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seront pei'pendiculaires aux forces respectives 
P et Q. 

Je transporte la force Q parallèlement à elle- 
même du point D au point A. Il en natt une 
force Q' égale et parallèle à Q et de même sens 
appliquée en A , et un couple ( Q , — Q ) qui a 
{)Our bras de levier le rayon D A du cylindre. 
Je transporte de même la puissance P de G en 
B , il en naît une force P' égale et parallèle et 
de même sens appliquée en B ^ et un couple 
( P, — P ) qui a pour bras de levier le rayon. 
G B de la roue. 

Les deux forces P' et Q' étant appliquées aux 
deux points A et B qui appartiennent à l'axe 
fixe du cylindre^ sont évidemment détruites par 
sa résistance. * 

Mais les deux couples (P, — P ) et ( Q , — Q ) 
doivent se faire équilibre d'eux-mêmes; car , si 
l'on transporte , pour plus de clarté , le couple 
( Q, — Q ) dans le plan du couple ( P , — P ) , 
ce qui est permis , on voit que ces deux couples 
se composent en un seul qui ne peut jamais être 
en équilibre autour du centre B de la roue. Le 
couple résultant doit donc être nul de lui-même, 
et par conséquent les deux couples contraires 
( P, — P ) et ( Q , — Q ) doivent être équivalens. 
Donc, leurs momens PxGBetQxD A^oivent 
4tre égaux ; donc, on a : P : Q : : D A : G B. 



C'êsi-à-<iire> que pour P équilibre du tour^ il 
faut que la puissance soit à la résistance > 
comme le rayon du cylindre est au ràjok de 
là roue. 

Des pressions exercées sur les appuis. 

\%\. Les deux couples (P, — P ) et ( Q, — Q) 
étant eu équilibre d'eux-mêmes, il n'y a que 
les deux forcés P' et Q' qui puissent charger 
Taxe fixe , et par conséquent les appuis : d'où 
l'en voit d'aLord que lapressionexercée parles 
forces VetQ appliquées au treuil^ est absolu^- 
ment la même que si ces forces étoient trans^ 
portées surtaxe^ parallèment à elles-mémèS ^ 
dans leurs plans perpendiculaires à cet axe*^ 

Pour obtenir les pressions individuelles des 
appuis F et H, on décomposera la force Q' en 
deux autres parallèles q et q^ appliquées aux 
points respectifs F et H; et de même la force 
P' en deux autres parallèles p et p' appliquées 
aux mêmes points. La résultante des deux forces 
pet q exprimera en grandeur et en direction la 
pression de l'appui F , et la résultante des deux 
forces p' et q'p celle de l'appui H. 

Nous avons fait abstraction de la pesanteur 
du treuil. Ordinairement le corps de cette ma- 
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. chine ett symétrique par rs^pport à Taxe fixe^ 

et ^o ceiitre 4e' gravité tombe ^ur Ynn des 

points 4e l'axe lui*mêine. Alors le poids du 

treuil pe trouble poiot la proportion établie qi- 

4essu^ entre la puissance et 1^ résistance; mais 

il ëbAUgç leç pressions exercées sur les appuis. 

Pour connaîtreles valeurs réelles de ces pressions^ 

on considérera tout le poids du treuil comme 

une force verticale V appliquée en son centre 

4e gravité 6 ; et si l'on décompose cette fprce 

en deux autres parallèles g ^^ ^ y appliquées 

aux points F et H ; la résultante qes trois forces 

p y (] ^l g exprimera la charge réelle de Tap- 

pui F ; et la résulunte des trois forces/?', v'^^ê^ 

celle de Vappui U. Pe sorte que l'on saura de 

quelles résistances les 4eu^ points d'appui 

doivent être au mpins capables, pour n'être pas 

entraînés p^r }es efforts combinés des deux 

forces P ^t Q ; et du poids V de la machine. 

1Ç2. On a supposé que les cprdes D Q , C P 
étaient infiniment déliées ; mais les cordes sont 
ordinairement d'un diamètre fini, ce qui change 
sensiblement le rapport que nous avons établi 
entre la puissance et la résistance. En effet, les 
forces P et Q que Ton peut regarder comme 
agissantes suivant les axes des cordons, ont leurs 
bras 4e levier respectifs , augmentés des demi*- 



diamètres de ces cordons. L'on n'a donc pds 
alors : la puissance est à la résistance comme )e 
rayon du cylindre est au rayon de la roue;- ma» 
bien : lapuiàsance P est à la résistance Q , comme 
le rayon du Cylindre augmenté du rayon de la 
corde D*Q , est au rayon de la roue augtnenté 
du rayon de la corde C P. 

Si les rayons des cordes D Q et CP sent pro- 
portionnels aux rayons du cylindre et de la roue; 
-<;ette proportion revient à la première , comme 
si les cordes étaient des Ûls infiniment petits , 
appliqués tangentiellement à la roue et au 
cylindre. 

i83. Si Ton veut considérer actuellement un 
tour sollicité par tant de forces que Ton voudra 
situées dans des plans perpendiculaires à Taxe; 
on verra, comme ci-dessus 9 qu'en transformant 
chaque force en une autre égale , parallèle et de 
même sens appliquée sur l'axe , et en un couple 
qui aura pour bras de lievier la distance de la 
force à l'axe ^ toutes les forces transportées sur 
l'axe seront toujours détruites par sa résistance; 
mais que tous les couples devront se réduire à 
un couple nul dé lui-même pour l'équilibre* 
Or y tous ces couples étant dans des plans pa- 
rallèles , le couple résultant sera égal à leur 
somme, et par conséquent il faudra pour Féquî- 
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libre ^ que la somme des momens des forces par 
rapport à l'axe y soit égale à zéro^ en prenant 
avec des signesvcontraires les momens des forces 
qui tendent à faire tourner en sens contraire. 

Pour les pressions exercées sur l'axe fixe, elles 
seront éyidemment les mêmes que si toutes les 
forces appliquées s'y étaient transportées paral- 
lèlement à elles - mêmes , sans sortir de leurs 
plans perpendiculaires à cette ligne. 

Lorsque les forces appliquée3 au treuil sont 
dirigées dans des plans quelconques , on a les 
conditions établies au n^. (ii8). 

Du PLAN INCLINÉ. 

i84- Lorsqu'un point est pressé contre ua 
plan inébranlable et inflexible, par une force 
normale à ce plan, il est clair que ce point doit 
rester en équilibre. Gar , il n'y a pas de raison 
pour qu'il se meuve dans le plan d'un côté 
plutôt que de l'autre , puisque toutes les direc- 
tions qu'il pourrait prendre font* un même 
angle droit avec la direction de la force ; et 
d'ailleurs il ne .peut se mouvoir à travers le 
plan qui est supposé parfaitement inflexible^ 

Réciproquement , le point dont il s'agit ne 
pourra être en, équilU)re à moins que la force 
qui le presse ne soit normale au. plan d'appui; 
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car , 81 elle y itàïx ÎBelinée , eette force pourrait 
ae d^compo^er en àesux autres , l'une pei^i^dH 
eulaire au plan , et Pautre aitué^dan^ ce plan* La 
première serait détruite ; mais la seconde olh' 
tiendrait son effet , car \\ est viaibiç qu'elle ne 
pourrait être altérée par ta présence du plan \^ 
long duquel elle tend à s'exercer. AmsÀ y il n'y 
aurait pas équilibre. 

On peut dire la nieoie chose d'un point qui 
«'fippui.ç sur une ^ur&çe çourfce ^ et le coi>- 
sidérer comme ^'il reposait sur le plan tan- 
gent mené à la surface par ce point même. II 
faut donc pQur l'équilibre que la direction de la 
force. qui le presse soit normale à ce plan , au 
poiilt de çout$^Çti ^t Toilà pourquoi dan$ l'équi- 
Ubr^ du IcYi^r qui PÇ f^Wt que p9§er sur l'appui, 
il faut Qou seulemçnt^ que la résultante des 
fprçç{| Y ppsse 9 inçiis encore , qu^elle soit per-- 
pçpdicul^ire à P^Iéiiaeut de contact du J^vier 
^X de cet 9ppui- 

i85. Oa voit dûue^ d'«prè§ o^^uqVqu vieut 
de dire 9 que lorsqu'un ^rp^^s^ teuu copi ^ui-»- 
libre centre un plan iuébi^ulabk i e^ plan w ' 
peut détruire que deç fprqes dqflt lç$ dirtfPÛQns 

Im ^n% uoripales aux différons pQÎutA de çou- 
U&, > et quç p^ ÇQ^$équQUt sa r^sUt^uçe ue. 

peut 
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peut faire naître que de telles fprces en sens^ 



contraire. 



Donc, si un corps de figure quelconque solU- ^\S* ^^* 
cité par des forces quelcojiques P , Q, R, etc. 
ne s'appuie contre un plan que par un seul 
point O , il ne pourra demeurer en équilibre , 
à moins que toutes les forces P, Q, R qui lui 
sont appliquées ne soient en équilibre avec une 
force unique N, qui serait normale à ce plan au 
point O , et qui représenterait sa résistance ac- 
tuelle. Donc , pour t équilibre dfun corps qui 
s^ appuie par un seul point contre un plan, il 
faut lo. que toutes les forces appliquées aient 
une résultante unique; ti^^.que la direction 
de cette résultante soit normale au plan; 
30. qu^elle passe au point de contact. ^ 

On voit que ces trois conditions reviennent 
à celles qu'on a données plus haut pour l'équi- 
libre du levier qui ne fait que poser sur l'appui. 
Nous aurions pu les trouver par le même rai- 
sonnement, et les exprimer de la même manière, ' 
en disant: que toutes les forces appliquées étant 
transportées parallèlement à elles - méme$ au 
point de contact, doivent y donner une résul- 
tante normale au plan; et que tous le» couples 
en<^ciidrés doivent donner un couple résultant 
nul de lui-même. 

P 
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Kg. 56. 1 86. Lorsque le corps touche le plan par plu- 
sieurs points A, B, G, D etc. , chacun des point» 
de contact fait naître une résistance normale au 
plan en ce point ; mais toutes ces résistances 
cpiî sont parallèles et de même sens , se com- 
posent toujours en une seide dont la direction 
tombe nécessairement dans l'intérieur du poly- 
gone formé par tous les appuis A , B , G ^ D, etc. 
Les forces appliquées doivent donc être en équi- 
libre avec cette force unique; et par conséquent, 
lorsquun corps s^ appuie contre un plan par plu- 
sieurs points y il faut ^ pour P équilibre y que les 
forces appliquées puissent se réduire à une 
seule ^ normale au plan y et dont la direction- 
tombe dans ^intérieur du polygone formé par 
tous les points de contact. 

On voit par là que si le corps repose par 
. une surface finie y la résultante doit rencontrer 
le plan en l'un quelconque des points de cette 
surface. 

De la pression exercée sur le plan. 

187. LoRSQue le corps ne repose que par un 
seul point, il est clair, d'après ce que nous ve- 
nons de dire , que la pression exercée par Iç* 
forces est égale à leur résultante. 
Fîg. 57. Si le corps repose par deux points A et B ^ 
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la rësultànte N dont la direction tombe nëces-< 
sairement entre A et ]B> sur la droite qui joiqt 
ces deux points d'appui^ se décompose en deux 
forces parallèles p et q y qui expriment leurs 
pressions respectives. 

Soit O le point où la résultante N va ren- 
contrer la ligne A B ; on aura , pour la pression 
p du point A,N:/?::AB:BO;et pour la pres- 
sion q du point B , N : ^ : ; A B : A O ; d'où 
Ton voit que , la résultante ou la pression to- 
tale N étant représentée par la distance A B des ^ 
deux appuis y les deux pressions individuelles 
de ces points sont représentées réciproquement 
par leurs distances à la pression totale. 

Si le corps repose par trois points A , B , C , pjg. 53^ 
la résultante N des forces appliquées doit 
passer en quelque point O dans l'intérieur du 
triangle A B C (i86). Si de l'un des angles^ 
de l'angle A y par exemple y on mène la ligne 
A O, et qu'on la prolonge jusqu'à sa rencontre 
en I avec le côté opposé B G ; la force N se dé- 
composera en deux autres parallèles p etn ap- 
pliquées aux points A et I. Ensuite la force n se 
décomposera en deux autres parallèles^ et r 
appliquées en B et C ; de sorte que les trois 
forces py qyV exprimeront les pressions respec- 
tives des trois appuis A , B^ G. 

Formons autour du point O, comme sommet^ 

n 
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et sur les trois côtés respectifs B C , A C , A B 
comme bases , les trois triangles BOC , A O C 
AOB. Si l'on représente la pression totale exercée 
en O par Taire du triangle ABC, les pressions 
exercées aux trois angles A , B , C seront re- 
présentées par les aires respectives des triangles 
BOC,AOC, AOB formés sur les côtés 
opposés. 

Car, la force N appliquée en O , est à la force 
p appliquée en A comme A 1 est à 1 : mais les 
triangles BAC, BOC, ayant même base B C , 
sont cntr'eux comme leurs hauteurs, ou comme 
les lignes A I et O I également inclinées sur la 
base ; on a donc : N : ;? : : A B C : B O C- Mais 
un même raisonnement prouverait qu'on a , 
N:<7::ABC: AOC;etN:r::ABC:AOB; 
donc 9 etc. 

i88. Lorsque le corps s'appuie sur le plan par 
plus de trois points , ou seulement par trois 
( s'ils tombent en ligne droite ) les pressions in- 
dividuelles des appuis sont indéterminées, parce 
qu'il y a une infinité de manières de décom- 
poser la force N en d'autres forces parallèles 
appliquées en ces points. 

Il suffit que ces pressions individuelles satis- 
fassent à ces conditions: i®. qu'elles soient toutes 
de-n^mesens que la pression totale; 2^,qu^elles 
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.puissent se composer en une seule , égale à cette 
pression totale , et appliquée au même point O- 
Cette dernière condition exige trois équations 
dont la première exprime que la somme des 
pressions est égale à la - pression totale ; et 
les deux autres, que la somme des hiomens 
des pressions individuelles , piar, rapport à 
deux axes quelconques tirés dains le plau des 
appuis 9. est égale au moment de la pression to- 
tale, par rapport aux mépies axes (laS). . 

189. Si Ton veut considérer actuellemem 
l'équilibre d'un corps qui s'appuie à lafois contre 
plusieurs plans , on observera que chacun de 
ces plans fait naître , aux divers points de con- 
tact f des résistances de même sens , perpendi- 
culaires à ce plan, et qui, par conséquent , se 
composent toujours en une seule perpendicu- 
laire au même plan. 11 faut donc que toutes les 
forces appliquées soient en équilibre avec ces 
diverses résistances, quiiseront en même nombre 
que les plans d'appui ; et par' conséquent', les 
forces qui tiennent en équilibre un corps ap- 
puyé sur plusieurs plans , doivent toujours se 
réduire à autant de forces , dirigées perpendi- 
culairement vers ces plans respectifs, et qui 
tombent, pour chacun d'eux, dans rintérleur 
du polygone formé par les points de contact. 

3 
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1 90. On voit par là que si le corps ne s'appuie ' 
que . sur deux plans y en deux points ^ par 
exemple , et n'est sollicité que par une seule 
force f ou par des forces qui aient une résul- 
tante unique j cette force ou cette résultante 
unique' doit pouvoir se* décomposer en deux 
autres dirigées suivant les normales menées 
aux deux plans par les points de contact. Ainsi^^ 
il faut que les deux normales aillent concourir 
en un même point situé sur la direction de la 
force qui presse le corps, et se trouvent dans un 
même plan avec elle. D'ailleurs, cette force doit 
être dirigée dans l'angle des deux normales qui 
est opposé à celui des deux plans , et son action 
doit avoir lieu vers cet angle, afin que ses deux 
composantes suivant lés deux normales tendent 
à pousser le corps contre les plans , c'est-à-dire, 
en sens contraires des résistances qu'ils font 
naître. 

191. Si le corps s'appuie par trois points sur 
trois plans différens , la force qui le presse doit 
être réductible à trois autres dirigées suivant 
les trois normales menées aux plans par les 
points de contact. 

Mais il ne faut pas conclure delà que les trois 
normales doivent concourir en un même point 
sur la direction de la force , ni même qu il 
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doive y avoir une seule rencontre entre deux 
de ces quatre lignes; car, trois forces qui ne 
se rencontrent pas peuvent se composer en une 
seule, et une seule force peut se décomposer 
suivant trois directions qui ne rencontrent 
pas la sienne , et qui ne se rencontrent pas 
en tr elles (109). 



\ 



192. Ce que nous venons de dire contient 
toute la théorie de l'équilibre des corps qui 
s'appuient sur des plans. Nous allons en faire 
quelques applications très-simples. 

Soit im corps de figure quelconque , appuyé 
par un nombre quelconque de points , ou par 
une base finie ^ contre un plan inébranlable Fig. 69. 
LDK , et sollicité par deux forces P et Q qui 
le tiennent en équilibre sur ce plan. 

D'après ce qu'on a trouvé ( 186 ), les deux 
forces P et Q doivent donner une résultante 
unique N ^ normale au plan ; par conséquent 
leurs directions doivent concourir en quelque 
point , comme en F , et se trouver dans un 
plan perpendiculaire au plan LDR. De plus y 
la direction de cette résultante doit aller 
rencontrer le plan LDK en l'un des points 
de contact du corps , ou dans Fintérieur du 
polygone formé par les points de contact. 
Supposons que toutes ces conditions soient 

4 
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remplies ^ et voyons simplement quels sont les 
rapports des forces P , Q ^ et de la pression N 
exercée sur le plan. 

Puisque les forces P et Q ont une résultante 
normale au plan , il faut que ces deux forcçs 
soient réciproquement proportionnelles aux 
s^nus des angles PFN, QFN, que leurs di- 
rections forment avec la normale abaissée du 
point F sur ce plan : car on a vu (36) que deux 
composantes sont toujours en raison réciproque 
des sinus des angles que leurs directions for- 
ment avec celle de leur résultante > on a donc : 

Q : P : : sin. PFN : sin. QFN. 

On a d'ailleurs pour la résultante N , 

P : N ; : sin. QFN : sin. PFQ; 

de sorte que chacune des forces P, Q, N, peut 
être représentée par le sinus de l'angle formé 
par les directions des deux autres. 

Ainsi toutes les questions que l'on pourrait 
proposer sur les rapports des trois forces P, Q, N, 
et sur leurs directions , se réduisent à la réso- 
lution d'un triangle dont les trois côtés repré- 
senteraient les grandeurs des forces P,Q,N; 
et les trois angles , leurs inclinaisons mutuelles. 
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193. Supposons que la force P représente 
le poids du corps lui-même ; sa direction F P > 
sera verticale , et passera au centre de gravité 
de ce corps. 

Menons le plan horizontal L'DH qui coupe 
le premier suivant L D , et nommons le plan 
Li D R sur lequel le corps s'appuie , le plan 
incliné. Le plan des deux forces P et Q > qui 
sera, d'une part , perpendiculaire au plan in- 
cliné , comme passant par la normale F N ; 
et de l'autre , perpendiculaire au plan hori- 
zontal, comme passant par la verticale FP^ 
coupera ces deux plans suivant deux droites 
A B , A C , perpendiculaires à leur commune 
intersection L D , et qui comprendront entre 
elles l'angle formé par le plan incliné avec 
l'horizon. 

Représentons simplement le plan horizontal 
par rhorizontale A C , et le plan incliné, par Fig. 6 
la ligne A B oblique à la première. D'un point 
quelconque* B pris sur AB, abaissons une 
perpendiculaire BC sur AC; et dans le triangle 
rectangle ABC, nommons , suivant l'usage, 
l'hypothénuse A B , la longueur du plan in- 
cliné; le côté BC , sa Aat/^ef/r, et lecôié AC,. 
sa base. 

La ligne FP étant perpendiculaire à AG^ 
l'angle PFN sera égal à l'angle BAC, et la 



proportion Q : P : : sin. P F N : sin. QF N , 
deviendra : 

Q : P : : sin. B A C : sin. QFN. 

Si la puissance Q est donnée en grandeur 
seulement, on trouvera par celte proportion, où 
il n'y aura que sin. QFN d'inconnu, sous quel 
angle QFN cette puissance doit agir pour faire 
équilibre au poids P. Or y comme à un même 
sinus répondent deux angles supplémens Fun de 
Fautre , on voit que la même puissance Q pourra 
être employée de deux manières différentes pour 
faire équilibre à la résistance ; soit en faisant avec 
la normale F N au plan incliné , un angle QFN 
trouvé par la proportion ci-dessus ; soit en fai- 
sant avec la même ligne l'angle, Q' F N supplé- 
ment du premier. 

On trouvera par la même proportion , la 
grandeur de la puissance Q , lorsque Fon con-' 
naîtra sa direction, ou Fangle QFN qu'elle 
forme avec la normale. 

194* Le cas où la puissance Q est la plus 
petite à Fégard de la résistance P^ est celui 
où l'angle QF N a le plus grand sinus, puisque 
la puissance est toujours en raison inverse de 
ce sinus : mais le plus grand sinus répond à 
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Tangle droit : donc la puissance est alors per^ 
pendiculaire sur la normale F N , ou parallèle 
au plan incliné. 

Dans ce cas > l'angle QFN est égal à l'angle Fig. 61. 
droit A C B j et la proportion précédente de- 
vient:Q:P : : sin.BAG : sin. AGB; mais dans 
le triangle AB.C^ les sinus des angles A et G 
sont proportiopnels aux côtés opposés B G> AB; 
et par conséquent Ton. a : 

Q:P2:BC:AB. 

C'est-à-dire , que lorsque la puissance est 
parallèle au plan incliné , elle est au poids 
du corps qufellejf retient en équilibre^ comme 
la hauteur du plan est à sa longueur. 

195. Un corps pesant 9 abandonné à lui-^ 
même sur un plan incliné ^ ne tend donc à 
glisser le long de ce plan qu'en vertu de la 
pesanteur diminuée dans le rapport de la hau- 
teur du plan à sa longueur : et c'est cette pesanteur 
le long du plan que l'on nomme lapesanteur 
relative , par rapport à la pesanteur le long de la 
verticale^ que Von^omme pesanteur absolue»^ 
On voit que la pesanteur absolue étant repré- 
sentée par la longueur du plan incliné , là 
pesanteur relative est représentée par sa hau- 
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teur ; ou bien , la pesanteur absolue étant re- 
présentée par le sinus de l'angle droit ou par 
l'unité, la pesanteur relative est représentée par 
le sinus de l'inclinaison du plan. Lorsque cette 
inclinaison eist nijle , ou lorsque le plan est 
horizontal , la pesanteur relative est nulle , et 
le corps reste en repos sur le plan , comme 
cela doit être : lorsque l'inclinaison du plan 
est égale au tiers d'un angle droit , la pesanteur 
relative est la moitié de la pesanteur absolue : 
elle se confond enfin avec la pesanteur absolue , 
lorsque l'inclinaison du plan est égale à l'angle 
droit, et que par conséquent le plan incliné 
est devenu verticaK 

V En général ^ potir comparer les pesanteurs 
relatives sur des plans difFéreriiment inclinés , 
on n'aura qu'à comparer les sinus de leurs 
inclinaisons, 
ïig. 62. Donnons la même hauteur B C à deux plans 
différeriimeut inclinés, et adossons-les comme 
oh le voit dans la figure : les pesanteurs le long 
de ces plans seront réciproques' à leurs lon- 
gueurs A B , B D; car elles sont directement 
proportionnelles aux sinus des angles A et D 
qui mesurent les inclinaisons des plans ; et dans 
le triangle ABD, ces sinus sont proportion- 
nels aux côtés opposés BD et AB. 

Donc , si l'on a deux corps pesans M et N , 
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appuyés sur ces plans adossés , et qu'on les lie 
entr'eux par un fil qui passe sur une poulie 
de renvoi placée en B , de manière que les deux 
parties rectilignes du fil soient parallèles à ces 
plans respecûfs ; ces deux corps ne pourront 
se faire équilibre, à moins que leurs masses 
ne soient proportionnelles aux longueurs AB 
et B D des deux plans sur lesquels ils reposent. 

ug6. Lorsque la puissance Q est horizon- Fig. 63w 
taie , et par conséquent parallèle à la base A G 
du plan incliné , l'angle Q F N devient égal à 
l'angle ABC, et l'on a: 

QrP::sin. BAC : sin. ABC, 

ou bien : 

Q:P::BC:AC; 

c'est-à-dire, que si la puissance est hori-^ 
zontale y elle est au poids du corps quelle 
tient en équilibre sur le plan incliné , comme 
la hauteur du plah est à sa base. 

197. Le cas où la puissance est la plus grande 
à l'égard du poids , est le cas où l'angle Q F N 
devient nul. La puissance Q est alors perpen- 
diculaire ^u plan incliné , et la proportion 



Q : P : : sin. BAC: sin. QF N, donne pour sa^ 

P X sin* BAC 

valeur , (J =s r- = oo . 

^ o 

II n'y a donc pas , à proprement parler , de 
maximum pour la puissance; mais ce résultat 
nous apprend qu aucune force ^ quelque grande 
qu elle soit j ne peut empêcher un corps pesant 
de glisser le long d'un plan incliné y en le pres- 
sant perpendiculairement contre ce plan. Si 
nous voyons tous les jours arriver le contraire, 
c'est que les surfaces des corps ^ çuéme les mieux 
polis y sont hérissées d'une infinité d'aspérités 
qui s'engagent entr'elles dans le contact de ces 
surfaces y et les empêchent de glisser librement 
les unes sur les autres. Or nous avons fait abs- 
traction de cette propriété des corps , et de la 
résistance particulière qui en résulte et que 
l'on nomme la force dujrottemenû. 

« 

198. Lorsqu'un corps pesant s^appuie à la 
fois sur plusieurs plans inclinés, en considérant 
son poids comme une force verticale qui passe 
par son centre de gravité , on trouvera les con- 
ditions de l'équilibre d'après ce qui a été dit 
( 189 ) , et les pressions respectives que souf- 
frent les points de contact, lorsque ces pres- 
sions seront déterminées. 

Si nous considérons simplement le cas où 
Fîg. 64. le corps est soutenu aux deux poiïits I et O 
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par deux plans^ inclinés H I ^ H O ^ il faudra 
(190) que les deux normales lA, OA, à 
ces plans , aillent concourir en un même 
point A de la verticale GP qui passe au centre 
de gravité G du corps y et qui représente la di-* 
recdon de son poids. De plus^ comme le poids 
P de ce corps doit pouvoir se décomposer sui- 
vant ces normales y il faudra qu'elles soient 
toutes deux dans un même plan avec la direction 
G P^ et par conséquent dans un plan vertical. 

Ces conditions suffisent pour l'équilibre ; et 
si l'on prend^ sur la direction du poids une partie 
qjuelconque AD qui représente sa quantité 9 
et qu'on achève sur AD comme diagonale, 
et suivant les directions A I et A O , le parai- 
lélograme AB G D , la force P se décomposera 
en deux autres représentées par les côtés A B et 
A G de ce parallélogramme. Ges deux forces se- 
ront respectivement détruites par les deux plans 
inclinés^etdonneront en même tempsles valeurs 
de leurs pressions individuelles. 

Observons que le plan des deux normales 
I A , O A , étant à la fois perpendiculaire aux 
deux plans inclinés , est perpendiculaire à leur 
commune intersection : mais ce plan est en 
même temps vertical , puisqu'il passe par la 
verticale G P : donc la commune intersection 
dfis deux plans inclinés doit être perpendicu- 
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Jaire à un plan vertical : donc elle est horizon- 
tale. Ainsi un corps pesant ne peut rester en 
équilibre entre deux plans inclinés, à moins 
que leur intersection ne soit horizontale*; ce 
qui paraissait d'ailleurs assez évident. 

De la Fis. 

199. La a)isesi une machine qui se rapporte 
à la fois au levier et au plan incliné. On y con- 
sidère en général l'équilibre d'un corps qui se 
trouve en même temps assujetti à tourner au- 
tour d'un axe fixe, et à descendre uniformé- 
ment le long de cet axe, en s'appuyant^ sur 
une surface inclinée. 

Mais pour expliquer clairement la cons- 
truction de cette machine, considérons d'abord 
un cylindre droit A B C D que l'on développe 
Pig. 65. sur un plan. Le développement est un rectangle 
B EMC dont la base B £ est égale eu longueur 
à la circonférence du cylindre, et peut s'ex- 
primer par 2 iir 7', en nommant rie rayon du 
cylindre , et *w le rapport de la circonférence 
au diamètre. 

Divisons le côté B C en parties égales B R , 
RQ, QP, etc.; et après avoir pris sur EM 
la partie E G = B R , menons B G , et les pa- 
rallèles RH, QK , etc. 
Sil'onreplielcreciajigleBEMCsurlecYlindre, 

la 
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la suite des droites B G, R H , etc. tracera sur sa 
sùriface une courbe contiuue que Ton nomme hé^ 
iice:\à. première droite BG> formant une portion 
de l'hëlice ^ qui commencera en B ^ et abou- 
tira en R où elle sera continuée par la seconde 
droite ÏIH ^ et aiùsi de suite. Chacune de ces 
portions de l'hélice , dont les deux extrémités 
viennent aboutir sur la même génératrice, et 
qui fait ainsi le tour entier du cylindre, se 
nomme spire; et l'intervalle compris entre deux 
spires consécutives, mesuré le long de la géné- 
ratrice, et qui est partout le même, se nomme 
le pas de l'hélice. 

Puisque dans le développemetit du cylindre, 
l'hélice est une suite de lignes droites paral- 
lèles , il ^st clair que la propriété caractéris»- 
tique de l'hélice est d'être partout également in- 
clinée aux diverses génératrices qu'elle va ren*- 
contrer sur la surface cylindrique. Lorsque 
le cylindre est vertical , eW^ est donc partout 
également inclinée à l'horizon^ et un poitbt à 
qui reposçî sur celte hélice , et qui peut éti*e 
regardé comme situé sur la tangente en ce 
point , est dans le même cas que s'il repolit 
en ci sur un plan incliné QH R dont la base 
est (^His=i'\*m r ^ et dont la hauteur H K est 
égale au pas de l'hélice , et^ sera désigné sim-* 
plement par h. 

Q 
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300. Si Ton suppose donc que le point a 
soit pressé sur Thélice par une force verticale^, 
iet soit retenu en même temps par une force ho- 
rizontale fy qui appliquée tangentiellement 
au cylindre , empêche ce point de glisser sur 
l'hélice , on aura (194 )•' 

/:p::HK:QH, 

^ 

ou jfip : : h : 2 é^ r. 

Menons par le point a l'horizontaje a o qui 
rencontre en o Taxe F J du cylindre y que je 
suppose fix^. Prolongeons indéfiniment cette 
droite , et considérons-la comme un levier in- 
flexible, mobile autour du point fixe o. 

Au lieu d'appliquer immédiatement au point 

a une force horizontale^, pour retenir ce point 

sur Vhélice , on pourrait appliquer une autre 

force parallèle q en un point quelconque du 

levier bo; et cette force g ferait sentir au 

point: a la même impression que la force y^, 

si elle était à celle-ci dans la raison réciproque 

des deux bras de levier^ o et a o , c'est-a-dire y 

(en faisant 60 =R, et observant que ao est 

le rayon r du cylindre ) ^ si l'on avait : 

• •'■''* 
q:f::r:R} . 
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-thaïs on a trouvé ci^dessus: 



; > 



f l p II h : 2 ttir r> r 

• * ■ . 

Donc,, en multipliant par ordre , on aura : 

' ' .-.,'■'■■ 

C'est-à-dîre , que la puissance horizontale ,^ 
sera à la force verticale p qui presse le point à 
sur FhéKce, comme le pas de l'hélice est à la 
circonférence que tend' à décrire la puissance q 
autour de Faxe dii cylindre. 

Observons que le raydil r du cylindre, où 
la distance de l'hélice à Taxe , n'entre plus dans 
cette proportion. Ainsi Fou aura toujours \o 
•même rapport entre la puisisanée y et la force p^ 
quel que soit le cylindre sur lequel Fhélice est 
tracée, pourvu que le pas de cette hélice soit 
le même. ' ' 

On ne doit pas perdre de vue d- ailleurs que 
Ton n'a supposée le cyKtidre vertical , que pour 
feiieux fixei^'les îdéeà et simplifier le discours; 
mais que tout ce qù'oti a dit dé la force verticale 
f> et de là puissance horizon taie q j doit s'en- 
tendre en général d'une force parallèle à Faxe 
du cylindre, et d'une puissance qui agirait dans 
un plan perpendiculaire au même axe ,' à la 
distfltoce R de cette ligne. 
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:2oi. Actuellement il n'est pas jdîfficilc de 

définir la vis et de trouver les conditions d& 

son équilibre. 

Fig. 66 La vis est un cylindre droit revêtu d'un filei 

^^"7' sailknt, qui est eûgendré par le plati d'un 

triangle ou d'un parallëlograme qui , s'appuyant 

par sa base sur une génératrice y tourné autour 

de Taxe du cylindre , en descendant le long 

d'une hélice tracée sur sa surface. Tous les 

points qui composent le filet de la vis peuvent 

donc être regardés comme appartenans à des 

hélices décrites sur des cylindres de même axe ^ 

mais de rayons difierens. Or toutes ces hélices 

V ont évidemment le mé^ie pas; et c'est ce que 

Ton nomme le pas de la vis. 

La génération de Vécrou est la même. Con- 
- cevons une pièce M , de figure quelconque , 
pénétrée par le cylindre : le triangle ou le pa- 
rallélograme qui produit sur le cylindre le filet 
de la vis, produira dans l'intérieur de cette 
pièce un sillon ou creux, parfaitement égal 
au filet , et que celui-ci remplira exactement f 
et cette seconde pièce, qui peut être regardée 
comme le moule de la première , forme Véaxm 
de la vis. 

Maintenant , si Tune de ces deux pièces est 
fixe , il est clair que Tautre lui est tellement 
assujettie, qu'elle n'a. plus que la liberté de 
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tourner autour de raxe du cylindre , et do des*- 
cendre en même temps sur la seconde ^ comoié 
sur une surface inclinée. H y a donc eutre les 
forces qui se feraient équilibre sur la pièce 
mobile , des relations particulières qui dépen- 
dent de son assujettissement à la seconde ; et 
ce sont ces relations qui constituent les.con* 
ditions de l'équilibre dans la vis. 

On ne considère ordinairement que deux 
forces appliquées à la pièoç mobile : l'une P 
parallèle à Taxe, et qui tend à la faire des- - 
cendre en tournant autour de cet axe; l'autre Q 
située dans un plan perpendiculaire à l'axe , 
et qui, au moyen d'un levier , tend^ à là faire 
remonter en sens contraire. Pour fixer les idées, 
nous supposerons Ici que Pécrou soit mobile , Fîg.66» 
et que la vis soit fixe-< le rapport des deux forces 
P et Q serait absolument le même dans le cas 
où récrou étant fixe , la vis serait' mobile» 

D'abord^ si l'écrou ne posait que par un seul 
point sur le filet de la vis , en nommant h le 
"pas de la vis , et R le bras de levier de la puis- 
sance du la^tlistande à Taxe , on aurait , diaprés 
ce qu'on a VU': ■ ' ' 

P : : A : 3 «w R. 

». ; • ••:•; ... • • "» 

jj^aisj^eii quelque jdon^bre de points que l'é*^ 
crou s'appuie sur le filet^ ou peut imaginer que 

3 
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la résistiance P est décomposée -en autant dé 
forces parallèles p ^ f^ y p^' y etc. qui pressent 
-en ces difierens points; et q^ie la puissance Q 
•est partagée en autant de forces </ > ^',<f" yètc* 
tiont chacune iFait équilibre en particulier à la 
force <pii lui répond parmi les forces p^ p',p",«tei 
^ 4ûomme on a condtamàient : 





î ^ : p : : A t 5 -wR, 


* ■ 


^r ji/ : : À' .• 3 «rR, 


• • 


qr^ :p^' : : h : 2 «rR, 




etc. 


f ■/ 
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jÇ'^est-^yd^rie., qiie îiû^. féquilihrç^ de la "vis , 
lapifissance qui tend à faire tourner Zé^cvou ^ 
pst a la résistance qui le pre^sse dans le sens 
de taxe y comme le: pas (^e la "vis est a la 
circonferçncequ^etend i^ dcçfire la, puissance. 

pour contrebalancer la résista^çe^ rQ)i. pour 
comprimer dans le s^s 4e l'^xe de la vis , 
que celte puissance agît a une plus grande 
-di'itanoe- do • l'iaxé y ^&f ^ -^ Iq ' ^sr>dfe' '^^ 
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Du Coin. 

302. Li coin est Tin prisme triangnlatre A F pjg. gg 
que Ton introdnit par Tune de ses arêtes EF 
entre deux obstacles, ponr exercer latéralement 
deux efforts qui tendent à les écarter. 

L'arête E F par laquelle le coin tend à 
s'enfoncer, se nomme le tranchùnt du coin; 
les deux faces adîaccntes ADFE.BCFE, 
se nomment les côtés , et la face opposée ABCD, 
ia tête» 

C'est sur cette face qu'on applique le coup 
au moyen d'un marteau ou d'un corps quel- 
conque. Quelle que soit la direction du choc , 
oii'peiit toujours coiicevoir son action comme 
décomposée en deux autres, l'une perpendî- 
cufeireà'la têredu cotfi', et qui obtient tout 
son effet sur luij l'autre parallèle, et qui ne 
lui imprime aùctrn' môuf ement , parce qu'elle 
ne peut tendre qu*à faire glisser' lé marteau sur 
ce coin. 

Nous supposerons donc sur-le-champ que 
la puissance soit appliquée • perpendiculaire- 
ment à la tête du coin , et nous chercherons 
simplement les bfibrts qui en résultent contre 
les deux obsucles perpendiculairement aux 
deux côtés. •• . ;-. ^ 

Par la direction dé la puissiUfee P , et pcr- 

4 



Fig* 6g* pendiculâirement aux aréles du coîd ^ faisons 
passer une section MNO; îa ligne M N pourra 
représenter, la tête du coin y ,el les deux lignes 
MO et N Q les deux côtés. D'un point A pris 
sur. la direction de la puissance y abaissons deux 
perpendiculaires A B , A G sur les cote^ 
MOj.NOj prenons la. partie AD qui repré- 
sente la quantité et la direction de la puissance P^ 
, et achevons le parallélogramè ABDC* 

I-ia puissance P représentée par A D ^ se 
décomposera en deux autres Q et R, repré-^ 
tentées par A B et A G , et qui exprimeront 
les efforts exercés perpendiculairement aux 
côtés MO, NO. 

On.aura donc:P : Q :R, comme AD: AB ; ACj 
ou, en mettant BD au lieu de AG , comme 
AD : AB ; BD , c'estfj^dire , comme lesi tçois 
côtés du triangle A B D-, 

Mais ce triangle est semblable au triangle 
MNO/p^rce que les côtés AD, AB,BD, 
sont respectivement perpendiculaires aux çôtéç^ 

MN, MO,NOv 

On aura, donc : 

, P:,Q:R:;MN;MO;]Vbi 

c'est-à-dire , que ta puissance étant représentée 
pair Ifk ^(e j^ co^ , les deupo forais qui en 
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résultent perpendiculairement aux côtés , se-- 
ront représentées par ces côtés eux-mêmes. 

Si le triangle M N O est isoscèle , les deux 
forces Q et R sont égales ^ et la puissance P 
est à Tune d'elles comme la tête du coin est 
a Tun des côtés ^ qu'on peut nommer dans ce 
cas la longueur du coin. 

On voit par ce que nous venons de dire, 
qu'à puissances égales y l'effort exercé par le coin 
est d'autant plus grand, que sa tête est plus 
petite par rapport à sa .longueur. 

De quelques Machines composées. 

3o3. Jusqu'à présent nous n'avons considéré 
qu'un seul corps solide, gêné dans ses mou- 
vemens par différens. obstacles ; et c'est ce qui 
forme les diverses machinés simples. Nous 
allons considérer actuellement un assemblage 
de machines simples qui réagissent les unes 
sur les autres en vertu de leur liaison mu- 
tuelle; et c'est ce que l'on nomme une ma- 
chine composée. 

Si Ton ne suppose que deux forces appli- 
quées à la machine composée , on voit que la 
machine simple qui reçoit immédiatement l'ac- 
tion ae l'une d'elles , transmet cette action , 
d'après les Iqis de soii équilibre , à la machine 
simple avec laquelle elle est liée j que celle-ci la 
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transmet de même à la machiûe suivante y et 
ainsi de stilt^ , jusqu'à la dernière qui com- 
munique Vabtion' à Ja «èconde force , ou à la 
risisrance qu'il 'fûut'-vaincre; Ainsi il ^st tou- 
jburs facile de déterminer W.' rapport de la 
puissance^à latrésistance, par une suite de pro« 
portions données par les lois :de l'équilibre des 
machines intermédiaires ; et c'est/ce^ qu'on va 
vérifier toiit-à-l'heure * sur , quélquBS. exemples^ 
trèsr simples. ; < : 

Mais nous devons faire observer: que les 
questions suivantes se rapportent naturellement 
au problème le plus général dé là Statique ^ 
fc'fést-à-dire , fôpt partie de celte théorie éten- 
due oùFourreCherche les lois de réqu.îlib.redans 
les systèmes dont ia figure est variable suivant 
de^ conditiQn> qu^lé^nques donnifestlies deuii 
axiomes qui sçrv^ept de b^^e à oetve théorie, sont : 

lo. QuQ si un^sy^tèpAe quelconque de points 
est eu équilibre , chaque point doit être en 
équilibre de lui-mêa^e, tant en vertu des forces 
qui lui sont immédiatement appliquées , qu'en 
vertu des résistances ou réactions qu'il éprouve 
de la part des autres points du système. 

20. Que deu?: points né peuvent agir l'un 
sur l'autre que, dans la direction de la droite 
qui les joint; et qiiè l'action est toujours égale 
et contraire à la réaction. 
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Au moyen de ces deux axiomes , et des con4 
diiions connues de réquililMre d^in corps lîbré, 
on peut trouver leis condiiion^ de l'équilibre • 
d'un système qu6lcon<|ue dé corps , pourvu 
qu'on sache évaluer les résiîstaoces qui naissent 
Ae leuts liaisons mutuelles ^ cap ^'eesrésistânce4 
^tânt une fou évaluées, il îî6 «''agit plus que 
de les combiner avec les forces données immé* 
diatement ]^ar la question ,/ et d'et^rimér les 
conditions de l'équilibre - de chaque corpr j^ 
comme s'il était parfaitement libre dans l'^space.^ 
Quoique*QOU€> ne puissions y sans pa^er les- 
honaes de cet ouvragé , traite*" ici <5eSujcji avec 
toute la'géqéralité dont il est susceptiljlè ; nottf 
donnerons néanmoins les conditions dé l'équi- 
libre de Quelques système^ variables qu'on, etii* 
ploie souvent dans les arts , et que l'on a cou- 
tu?nie dé -con^idérei* dans i^ éléniéns de Sta- 
tique, pat^ce que les réactions des di&évêûiê 
•coi^ps fes «tps sur les outres y sont très-'facilfîi 
îi évàluér^^ et ne supposât guère que la com-f 
^position- des forées et lés > deux axiomes pré-^ 
cédens. ' ' • •' 

' . { ' • • ; , . . . , . , , , ■ 

* • .• . . ■ . ■ ■ . • 

:: ;^ . • ^l'iu ,.:i:., Des Cordes, ^ -"^ 
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204. Considérons preinièi'émènt un polj^gahè 
funiculaire j c'est»--a-dirè'j un assemblage de 
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conséquent divise en deux parties eg^Jes Tailgle 
.F A F' formé par les rayons vecteurs. 

Ainsi> dans le. cas d'un nœud coulant^les deui 
.parties de la corde le long de laquelle le nœud 
peut glisser, doivent être également tendues. 

207. On voit en même temps, que si l'on sup- 
. posé le point ou Tanneau A fixe, les deux forces 
Q et R appliquées au cordon Q A R qui passe 
sur cet anneau doivent être égales entr'elles pour 
l'équilibre ; et que la pression exercée par les 
cleux forces sur le point fixe A , est dirigée sui- 
vant la ligne qui divise en deux parties égales 
^'angle formé par les deux parties du cordon. 

Flg. 72. . '208. Actuellement soient plusieurs points A, 
B, G, liés entr'eux par des cordons A B, Btj, 
et tirés par des forces S,P,Q, R,T suivant 
d'autres cordons, mais de manière que chacun 
des points ou nœuds A, B, C n'en assemble pas 
plus de trois en même temps. 

Si tout le système est en équilibre , cbaque 
point doit être en équilibre de lui-^méme, en 
vertu des forces qui lui sont appKquées , et des 
tensions des cordons adjaçens. Le point A, par 
exemple , n'étant lié immédiatement qu'au seul 
point B , doit être en équilibre en vertu des 
deux forces S et P , et de la tension du cordon 
A B ; car , les autres points C, etc. ne peuvent 
réagir sur lui que par le cordon A B. 
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Il faut donc que les trois cordons AS , AP > 

AB soient, dans un mêmç plan; et, si Fou 

nomme X la tension du cordon A B > que Ton 

ait les rappprts suivans : . 

S : P : : sin. P A B : sin. S A B ^ 
P : X : : sin. S A B : sin. SAP* 

De même 9 le point B doit êlre en équilibre 
en vertu de la force Q et des tensions suivant 
A B et B C. Or , la tension du cordon A B est 
la même que tout-à-l'heure ; car, l'action du 
•point A sur le point B est parfaitement égale 
et contraire à Faction du point B sur le point A. 
Nous avons nommé X cette tension, nommons 
Y celle du cordon B C ; on aura : 

X : Q : : sin. QB C : sin. ABC, 
Q : Y : : sin; ABC: rih. Q B A. 

L'équilibre du point C donnera de même : 

Y : R : : sin. R G T : sin. B C T , 
R : T : . sin. BC T : sin. R C B. 

Et ainsi de suite s'il y avait im plus grand 
' nombre dç; points. 
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En multipliant par ordre un nombre conve- 
nable de ces propositions , on trouvera le rapn 
port de l'une* quelconque des forces , à telle 
autre force ou tension que l'on voudra. Si l'oû 
multiplie les trois premières , par exemple , on 
aura le rapport de S à Q. Si l'oti multiplie les 
quatre premières, on aura celui de S à la ten^- 
«ion Y, etc. etc. 

309. Si les directions prolongées des forces 
P, Q, R divisent en deux parties égales les 
angles respectifs , SAB,ABC,BCT, du 
polygone funiculaire, les cordons AS, A B, 
BC, CT seront tous également tendiis. Car, 
on aura par les rapports précédens : 

S==X,X=Y, Y=:T. 

Donc si, au lieu des forces P, Q, R, on subs^ 
titue des points fixes A , B , C par dessus les- 
quels passe la corde S A B C T , les deux forces 
S et T qui tirent les extrémités de cette corde, 
«eront égales entr'elles, et la corde sera partout 
également tendue. Car , chacun des points fixes 
A , B , C tient lieu d'une force qui divise en 
deux parties égales l'angle forme par les deux 
parties de la corde qui y passe (207). 

210. Ainsi, lorsque deux forces tendent une 

corde 
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trorâe sur le coiitour d'un polygone pu d^une 
courbe quelconque y ces deux forces sont neces^ 
sairement égales entr'elles pour Téquilibre, et 
la tension se communi^qi^ également dansitoute 
retendue de ^a corder '«, 



' • » . • • • i 



; l2ii ivt^ poiy^n9:ifupiculairç là A et?^nt, 

en équilibre en vertu des jfprGei^ S,P,Q,R,t^ 
concevons que.^Jig^re; dl^vienne parfaiten^ecit 
invariables de m Anièr^j que les ppints^Àj^B;, jG^ 
ne; puisseiàt. plus.rcl^angerdeur^.dista^ce^ ini^-^ 
tuelles j ' il. est » clair que l'équilibre . subsistera.. 
toujours.Mais alors les forces S, P, Q, R, T étant 
c;n équilibre sur Xxq. système solide ^ l'un^ d'elles 
est égale et directement opposée à la résultante 
de toutes Jes autres. Or qonime la'résul^ntedo 
diverses! forcer disposées comme on voudr^ dans 
l'espace^ est la même que si ., toutes ces forcés 
étaient réunies parallèlement À elles-mêmes, en 
un point quelconque de sa direction,. il s'ensuit 
que chaque cordon est. tendu par la force qui 
le. sollicite > comme il le serait par ta résut-* 
tarûe de toutes les autres forces qu'ùrij trans-^ 
porterait parallèlement à elles-mêmes • 

312. Lorsque les cordons ettrêmes A S, C T 
sont dans un même plan y les deux forces S et T 
ont une résultante^ et d'après ce qu'on vient (Je 

R 
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clh-é , cette fdfœ doit étite égale el dlrëetfeftumt 

: opposera lar résultante V de» autres forœd P^Qi 

R;^ comfne si 1^ poIyg(!me était invariable de fr 

' gare. La récitante des fblrcesP^Q^R appliquées 

* wï% angles du polygone doit dotie passer par le 

i point O où vont concourir les cordons extrêmes; 

' et pat conséquent si'les dieux teti^mités S erT 

de ceaf coi'dons ïR>nt fixesy on afûi^ stov^e^champ 

lék deux effort iqfue suppbnent ces points fixes>- 

c^u les tensions des cord<>ns AS^ AT^ en àé^ 

' oSnïposant, au point O, la résultante V en deuE 

forces i\ï et N dirigées stiiyant ces eorddns.' 

* . .' * 

Fîg. 73. 3i3;. Lorscjue les directioné' dés forées P^ Q^ 
Il sont toutes parallèles , on a toujours pour les 
forces et les tensions àéi cordons les adémes^ 

< rapports que ci-dessus (5io8) ; mais il fatii une 
condition de plus pour Féqnilibre i c'esPt que 

' toutes* les forces P^ Q ^ R et les côtés du poïy*^ 
gon^ soient dans un même plan. Gar> autonr- 

' de chaque nœud, les cordons doivent être dans 
lin même plan (204)* Mais, si le cordon B Q est 
parallèle au cordon A P, le plan PAS des trois 

^ premiers cordons est le même que le plan ABQ 

* des trois suivàns , et ainsi de suite. 

• • ' .' ■ • • .» ■ . 

fîg. *jj^ ^i4* '^ peut considérer une oorde* pesaoKe 
' cofnme un fil charge d'une infinité de petits poids 
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distribués sur toute ^alongueur ^ ou comme ^a 
fil sollicité eu tous ses points par de petites 
fGhces* verticales et par eouséquent parallèles^ 
Ou voit éônà que 5i œtbe corde est attachée k 
deux points fixés S ^i T^elle ne peut demeurer 
en équilibre à moins qu^ellene soit to^te entière 
dans un plati^verticaLËUe forme dbra unt po^» 
Ijrgbne. funiculaire d'une infinité dseotés^ ou 
p]utdt une ligi^e: eourbe que l'on nomme l|i 
chainette. 

Pour trouver les effertl^ que la corde exercé 
sur les deux points S et T^jui la soutiennenty on 
mènera à la courbe en ces points deux tangentes. 
iS O^ T Oqyiis^roai; comme l^ prolongemens des 
derniers cotés du polygone funiculaire ; appli- 
quant ensuite -au point Oune force égale à la 
résultante de toutes les^ forces qui la sollicitent , 
e'est'-à-dire^ égale âii poids total de la corde ^ ou 
décomposera celte fbi^ce en deux autres dirigées 
suivant les tangentes OSy OT ^ et qui expri- 
meront les ebarrges respectives ides deux points 
de suspension (1^13 )f 

^ ârS,; Ce quW vieut dédire d'une corde pe* 
santé ^ ou d*un assemblage de petits corps pesans 
unis ensemble par un fil inextensible y pour-* 
rait s'appliquer à plusieurs globules appujéa les 
uns contre les autres ^ et qui se souftieBdraMUt 

a 



mutuellement en voûte- Ils doivent affecter 
ûlors ia forme d'une chaînette, renversée. Car, 
si tous qes globules, à cause de leur impé- 
nétrabilité mutuelle , sont en équilibre en 
vertu de leurs poids, ou des forces verti- 
cales qui les sollicitent , il est clair qu'ils de- 
meureraient encore en équilibre , si ces forces 
venaient toutes à agir en sens contraire > pourvu 
qu'alors on supposât tous ces globules liés deux 
à deux par un fil inextensible. Mais alors ce fil 
formerait une chaînette renversée : donc il y a 
actuellement cette figure. 

Des poul^ et des mou/les^ 

Fjg.75. 216. Considérons maintenant un système de 
poulies mobiles A^ A', A". La première A., 
qui soutient un poids P attaché à sa chappe , 
se trouve embrassée par une corde, dont l'une 
des extrémités F est fixe , tandis que l'autre est 
attachée à la chappe de la poulie suivante A^ ; 
cette seconde poulie est de même embrassée 
par une corde dont Tune des extrémités F' est 
fixe , tandis que l'autre est attachée à la chappe 
de la troisième poulie A"; et ainsi de suite jus- 
qu'à la dernière dont le cordon arrêté d'une part 
, à un point fixe F" , est tiré de l'autre par une 
puissance Q. 
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Si -tout le système est en équilibre ^ chaque 
poulie e^st en équilibré d'elle-même , en 'vertu 
des forces ou des tensions qui a^ssenrsiir elle. 

. Ainsi nommant r, r' > r". les rayons respectifs 
des poulies c 9 c^c'' les sous-tendantes des arcs 
embrassés par les cordons; X la tension du pre^ 
iaier cordon; Y, celle du suivant. 

On aura pour l'équilibre de la poulie A ( 1 79) : 

X : P : : r : c 
on aura de même pour l'équilibre de la poulie A'i 

Y:X::r':c/ 
et pour la troisième A" 2 

Q : Y : : r" : c'', 
et multipliant par ordre y il viendra : 

C'est-à-dire , la puissance est à la résistance 
comme le produit des rayons des poulies est 
au produit des sous-teridantes des arcs emr 
brassés par les cordons* 

3 



Fîg. 76. 21 7. Si tous, les 'cordons derienuént parallèles, • 
les sous - tendantes c, dy c/' deviennent égales 
aux diamètres ir, 3r' , 2r'^, et Ton a en divisant 
les deux termes du dernier rapport par le 

produit r y r'^ : 

■ '. • . . . > 

\J^ '• M • • Jl- m 2% 2» I2« 

C'est-à-dire , qu'en génial, fo puissance sera 
au poids comme Punité est au nombre 2 élevé 
à une puissance marquée par le nombre des 
poulies. 

C'est le cas le plus favor^bk à la puissance ; . 
car, le produit des sous-tendantes Cyd yd* est 
le plus grand possible , l4)r8(}u elles sont égales 
aux diamètres. 

Si > dans chaque poulie , 1 arc embrassé par la 
corde était le tiers delà demie circonférence* 
les sous-tendantes de ces arcs seraient égales 
aux rayons respectifs des poulies, et la puis- . 
sance serait ^alé au poids. 

Fîg. 77 y 318. ITne mài^e est un système de pottliès 
\i 79. assemBtées dahs'ùne iiiiémé cb;appë^, ou sur des 
axes particuliers ^. «77 èf 78, ou sûr le même 
axe7^.79. •- • 
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^^ ». 

: Considérons deux moufles Tune fixe « et 

Tau ire mobile^ et supposons que. toutes les 

poulie^s soient embrassées par uq^ iti^me corde 

attachée par une extrémité à lachappe de Tune 

des moufles ^ et tirée à Tautre e^ttrémité par une 

puissance Q y qui fait équilibre à uû poids P 

jospendu à la moufle mobile. 

^' . 

; Si Ton suppose ^ ce qui a presque toujours 

lieu d'une manière sensible, que les diverse^ 
! parties de la corde soien t parallèles y il est visible 
! ^u'on aura y la puissance Q^à la résistance P , 
\ comme t unité est au nùjnhre des cordons qui 
''. soutiennent la moufle mobil^. Car , toutes les 
. pouKes étant embrassées par la même corde ^ 
et devant être en équilibre chacune en parti- 
culier y les cordons sont également tendus. On 
peut donc considérer le poids P comme soutenu 
par mitant de forces égales et parallèles qu'il y a 
de cordons qui vont directement d'une mdufld 
ii l'autre y et par conséquent la tension de l'un 
de ces cordons y ou la puissance Q est au poids 
P, comme l'unité est au nombre de ces cordons. 

Ainsi dans le cas de la^^. 77. la puissance est 

le sixième de la résistance ; et dans le cas de la 

Jig*'7^*y ellq n'en est que le cinquième, parce 

qu'il y. a un cordon de moins pour soutenir la 

moufle mobile. 



Kg. 80. 219. Considérons enfin un système de tonrs 
AyA! y A" qui réagissent les uns sur les autres^ 

* I à ÊÊ 

comme on le voit dans la figure. Soient r^ r^ r 
les rayons respectifs de leurs cylindres, et R, 
R' , R" ceux de leurs roues. La corde appliquée 
tangentâellement au premier cylindre, porte un 
poids P , et la corde appliquée à la roue,vau liea 
d'être tirée immédiatement par une puissance > 
est attachée au cylindre du second tour A'* . 
La roue de celui-ci est de même tirée par une 
corde qui passe sur le cylindre du troisième 
tour A''; et ainsi de suite jusqu'au dernier dont 
la roue esjt tirée par la puissance Q^ 

Si le système est en équilibre , chaque tour 
est en équilibre de lui-même en vertu des ten- 
sions des cordons qui sollicitent le cylindre et 
la roue. Ainsi , en nommant X la tension du cor- - 
don qui va du premier tour au seçiond | on 
aura (180); 

X;P;:r:Il 

en nommant Y celle du cordon suivant ^ on 
aura : 

Y:X::y:R' 

et de même pour le dernier tour , 

Q:Y::/':R", 
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-él multipliant par ordre : 

Q:P::rV.r^':R.R.R/'. 

C^est-à-dire y la puissance est à la résistance , 
tomme le produit des rayons^ des cylindres est 
" ûu produit des rayons des roues. 

• • • « 

Des roues dentées. 



» ■- 



- 320% Si ron. rapproche tous. ces tours de ma- 
.nière que la roue du premier devienne tangente 
M: cylindre du second , et que la roue de celui- 
<Â soit tangjente au. cylindre du troisième, et 
lilisi de suite; et si l'on suppose que chaque 
W)ùe s'engage au cylindre çpntigu , de telle 
sortequ'ellene puisse tourner sans faire tqurner 
ce cylindre, et réciproquement ; on pourra sup- 
primer les cordes qui lient tous ces tours ,, et 
Fon aura toujours le même rapport que ci- 
dessus entre la puissance et là résistance. 

Pour engager solidement chaque roue avecpig.gi, 
lé cylindre* du tour suivant , on pratique à 
leurs circonférences des dents également espa-, 
cées qui engrènent les unes dans les autres , 
de manière que chaque roue , qu'on nomme 
alors roue dentée ne peut tourner sur sou axe , 
sans que le cylindre qu'on nomme alors pignon^ 
ne tourne en même temps sur le sien. 
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On a donc pour Féquilibre de detnt^forces 
qui réagissent Tune sut* Fautre au moyen des 
roues dentées : la puissance est à ta résistance 
comme lé produit des rajfons des pignons est 
au produit des rayons des roues. 

, Du cric. 

Fig. 82. 23 1 • On considère dans le cric simple un pv- ] 
gnon que l'on fait tourner sur son axe au moyen 
d^une maniTelle : ce pignon engrène avec une 
barre inflexible dentée y de manière qu en tour* ' 
nant sur son axe^ il oblige la barre « se mouvoir 
dans le sens de sa longueur. En supposant deoc 
une résistance qui à'oppose directement au mcfa* 
Tement de cette barre > résistance que l'on peut 
considérer comme une force perpefidiculaire à 
l'extrémité du rayon du j^ignon 9 il e^ ritible 
que Ton aura : la puissance appliquéeà la nuir 
nivelle est à la résistance y dans le sens de. la 
barre ^ comme le rayon du pignon est au rayon 
de la manis^ellcs 

D'où l'on voit que PejBTort exercé par le cric 
sera d'autant plus considérable que le rayoB du 
pignon ser^ plus petit par rapport à celui de li^ 
manivelle. 

Lorsqu'on veut augmenter encore la forcé du 
cric sans augmenter le bras de levier de la ma* 
nivelle ^ et sans diminuer le rayon du pignon y 



D B s T A T I Q U E. .367 

'. au'iieu de &ire agir immédiatement ce pignon 
sur la barre dentée ^ on le fait agir sur une roue 
doDitée intermédiaire; et c'est le pignon de cette 
roue qui engrène avec la barre. Alors on a pour 
. Téquilibre : la puissance appliquée à la mani^ 
. veUe, est à la résistance dans le sens de la 
barre ^ comme le produit des rayons des dewc 
jngnonsy est au produit du rayon de la roue par 
le rayon de la manis^elle* 



Nous n'étendrons pas plus loin ces applica* 

/lions. Notre objet principal ^ dans ces deux 

«^etnièrs Chapitres ^ était de fixer par quelques 

ezpmples très-simples y les principes que nous 

' anHkms établis et développés dans les deux Gha- 

jpltres précédens.Nous ayons cru devoir indiquer 

en même temps la marche que l'on peut suivre 

pour trouver les conditions de l'équilibre dans 

quelque machine que ce soitf et c'est ce qui 

ne peut offrir aucune difficulté ^ d'après ce qu'on 

-a ^t aux n^. (3o3) et suivans y surtout lorsque 

r-on ne considérera que deux forces appliquées 

à la machine. 



FIN. ^ 
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